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ANNALES 


SCIENTIFIQUES 


L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 


DÉFINITIONS ET THÉORÈMES 


MÉTRIQUE ANALLAGMATIQUE 


Par M. Rene LAGRANGE. 


Introduction. 


En géométrie euclidierine, la droite peut être considérée comme le lieu des 
points communs aux plans d’un faisceau, et le point comme l'intersection des 
plans d’une famille linéaire double. De même en géométrie anallagmatique, on 

est conduit à considérer les intersections de familles linéaires, simple ou 
double, de sphères, ce qui introduit quatre éléments fondamentaux : le point, 
le cercle, la sphère et le couple de points ou brpornt. 
Une autre remarque élémentaire guidera nos raisonnements; c’est que la 
distance de deux éléments (point, droite, plan) de la géométrie euclidienne est 
invariante pour le groupe des déplacements, mais n’est que covariante pour le 
groupe des similitudes. Celui-ci est le sous-groupe anallagmatique qui conserve 
les droites et les plans; et, dans ce sous-groupe, ce sont les rapports de deux 
distances, ou mesures relatives, qui sont invariants. Dans nos définitions de 
métrique anallagmatique, il sera donc naturel d'introduire des distances cova- 
riantes et des mesures (ou distances) invariantes. Seront covariantes les distances 
d'un point à une sphère, un cercle, ou un bipoint; seront invariantes les 
distances de deux quelconques des trois éléments vraiment fondamentaux : la 
sphère, le cercle et le bipoint. 
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On pourrait définir directement ces distances invariantes, mais la synthès 
semble plus naturelle en définissant tout d’abord les distances covariantes. C’es 
ce que nous ferons. 

En ce qui concerne les notations, il sera commode de désigner les points 
par des lettres romaines majuscules, les sphères par des lettres romaines minus: 
cules grasses, les cercles par des lettres grecques minuscules, et les bipoints 
par des lettres grecques majuscules grasses. En combinant ces notations, on! 
peut également désigner un bipoint par les deux lettres romaines majuscules! 
qui représentent les deux points de ce bipoint, une sphère par les lettres] 
romaines majuscules qui représentent quatre de ses points ou les lettres 
grecques majuscules qui représentent deux de ses bipoints, ou une lettre) 
romaine majuscule et une lettre grecque minuscule correspondant à un poin | 
et un cercle de cette sphère, ete. 

Les deux premiers Chapitres sont consacrés aux définitions des distances 
covariantes et invariantes, ainsi qu'aux relations que l’on peut établir entre! 
elles sur le modèle de la métrique euclidienne. Dans le Chapitre IE, j'établis 
quelques théorèmes généraux relatifs aux champs cocycliques plans de bipoints, 
un champ cocyclique de bipoints étant un ensemble de bipoints tel que deux 
bipoints quelconques de l’ensemble soient cocycliques. Cette notion est natu- 
relle car la distance de deux bipoints n’est unique et relativement simple que 
S'ils sont cocycliques. Les cercles d’un tel champ sont les cercles orthogonaux 
à une même sphère, ce qui conduit aux géométries classiques non euclidiennes, | 
mais avec une métrique différente. Cette métrique, à laquelle nos conceptions 
initiales nous ont logiquement amenés, présente l'avantage de fournir des 
énoncés dont la similitude avec les théorèmes analogues de la géométrie eucli-} 
dienne est bien remarquable. Le Chapitre IV, qui s'occupe des relations! 
métriques dans la figure formée par trois cercles, confirme cette analogie et, | 
par suite, l'intérêt que peut présenter la métrique à laquelle est consacré ce 
travail. 


CHAPITRE L. 


DISTANCES COVARIANTES, 


|. En géométrie anallagmatique, on connait un covariant métrique simple 
du couple point-sphère : c’est la puissance réduite du point par rapport à la 
sphère. Les observations faites dans l’Introduction nous conduisent à la 


dénommer distance (anallagmatique) du point à la sphère. \ eta désignant ces 
deux éléments, la distance Aa est done 


(puissance À )g 


diametre de a 


(3) 
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Voici une démonstration élémentaire de l’invariance anallagmatique du 


| rapport fs | des distances de A à deux sphères a et b. Si BC est un diamètre 


} de la sphère a, ona 


Rd ee ÈS: 
: \B x ME, 2 \B.\C dot \G. 


BC BC 


Fffectuons une inversion de pole O et puissance #; soient A’ et a’ les homo- 


à logues de A et a. On a pu choisir B et C alignés avec O. de sorte que l’homo- 
1 logue B'C' de BC est un diamètre de a’: il vient alors 


¢ 


Dre D 
BNC Cos ACG 
BC! : 


ie SSS 
Les deux angles B AC, F' VC sont égaux ou supple mentaires suiyant que 0 
est extérieur, ou non, à a. D'autre part, ona 


Wines 1b Ad CS sed PCR CHE 
LR OA OS VG 2 OATOG: BG OBL, 
' done 
\a ki sgnOa 
fe.) \ = ==) 4 
a OA 


La valeur absolue de ce rapport est indépendante de la sphere a, d’où résulte 
l'invariance annoncée. D'une manière précise, on voit que, pour deux sphères a, 
b et leurs inverses a’, b’, ona 


Le rapport 2”, est donc algébriquement invariant pourvu que le pole d'inver- 
4 LD ol ete 8 | I q è pe 


/ sion soit simultanément intérieur, ou extérieur, aux deux sphères. 


Lorsque a devient un plan, Aa devient la distance euclidienne de A à ce 
plan; on le voit en faisant tendre C vers l'infini, sans que bouge l’autre extre- 
mité du diamètre BC aligné avec A. Le signe de la limite de Aa est indéterminé. 


{ce qui est normal puisque A est intérieur ou extérieur à des sphères a qui 


différent infiniment peu du plan. 
Cette définition s'applique également à une sphere de centre réel et de ravon 


imaginaire pur, que nous appellerons sphère imaginaire pure; la distance Aa est 
| alors imaginaire pure. On choisira la détermination Aa = Aa .7. 


2. La distance d'un point À à un cercle 3 sera definie par un extremum de la 
| distance de A aux sphères b qui passent par 3, par analogie avec la définition de 
la distance cuclidienne d’un point à une droite comme maximum de la distance 
du point aux plans qui passent par la droite. 
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a 


La variation du covariant Ab s’étudie aisément en effectuant une inversio 


qui transforme 3 en une droite. Ab représente alors le carré de la distance de 
aux plans b qui passent par ; 3; il oscille done entre le minimum nul qui corres 
pond au plan (AB), qui passe par A, et un maximum qui correspond au plan b 
orthogonal à (AB). Il est donc tout indiqué d’ appeler distance A% la distance 
de A à la sphère b, qui est orthogonale à la sphère (A). C’est encore la distanc 


de À à celle des sphères b pour laquelle Ab est maximum, dans le cas réel. 
La même figure où 8 est rectiligne nous permet d’énoncer le 


TusoRÈME. — Le carré de la distance d’un point à un cercle est la somme} 
constante, des carrés des distances de ce point à deux sphères orthogonales quel 
conques passant par ce cercle. 


Reprenons un vrai cercle 3, et soit BC son diamètre situé dans le plan ABC 


normal au plan de 5. AB est la somme des carrés des distances de A au plan 


de 3 et ala sphère He diamétre BC. Si A désigne la première de ces distances, 
on a donc 
c Rose) Tae ; ANS 
XB’ ne AB -AC cos BAC | 
BC 


o s . fab pet 5 DS 
et, par suite, grace à l'égalité AB. AC sin BAC = A. BC, 


ii pe Ee : 
BC 
par conséquent 
AB. AC 
(| 3 = 
1) Seiden 


n’est sp autre que ce que Bloch appelle la puissance réduite de A | 
rapport a 3. Observons toutefois que notre définition de AG est algébrique. 

Si dire la projection de A sur‘le plan de 8, de centre O et de rayonr, 
on a encore 


5 ; rues , Ÿ? lave 5 . 2 . 
wus are (AO Ties _\AO ree air MCA rar AH), 
ay 


ou, compte tenu de 10° = AH + OH. 


[On + (AM + y |< lon + (AH ire] 
ime 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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Les crochets au numérateur ne sont rien autre que les carrés des distances 


4 de A aux deux foyers F, F’du cercle 3, ce qui donne expression simple 


AF.AF AF. AF’ 


Ur PAPI diamètre 6 | FF’ | 
Remarque. — Si 8 est un cercle imaginaire pur, c’est-à-dire un cercle de 


plan et centre réels, mais de rayon imaginaire pur. | Ab | est encore un 
extremum relatif pour la sphère b, orthogonale à la sphère (AB); celle-ci 


est réelle, donc b, est une sphère de centre réel et de rayon imaginaire pur; 
|, AG est imaginaire pur. 


3. Sur la figure où 3 est rectiligne, si b est un- plan quelconque passant 
par 5, on voit que 


2 2 Fe 
Ab — Ab, cos?b, bo. 


On en déduit, lorsque 3 est un vrai cercle, 


aN 
(6) Ab = \5 cosb, bo, 


où l'angle b, b, est Tangle de deux zones de b, et b,, de frontière 3, situées 
d'un méme côté du plan de 6. Cette condition de validité algébrique de (6) 
résulte naturellement de la discontinuité algébrique de Ab quand la sphère b 
passe par la forme plane. En valeur absolue, on peut se contenter d'écrire 


un ie 
ARE ENG Pin be (Ao): 


4. Étant donné un point A et un bipoint (BB’) = B, la distance AB est, par 
définition, la distance de A à celle des sphères b passant par B qui rend Ab 


maximum. L'étude de la variation de Ab s’effectue immédiatement en 
rejetant B’ à l'infini à l’aide d’une inversion. Les sphères b deviennent les 


plans passant par B, et Ab est maximum pour celui de ces plans qui est 
perpendiculaire à la droite AB. En revenant au cas général, on voit que AB 
est la distance de A à la sphère b, qui est orthogonale au cercle (AB). C’est 
encore la distance commune de A aux cercles de b, qui passent par B, ou, ce 
qui est équivalent, aux cercles qui coupent orthogonalement (AB) suivant le 
bipoint B. 

La figure où B’ est à l'infini met également en évidence le 


Tuéorème. — Le carré de la distance d’un point A à un bipoint B est la somme, 
constante, des carrés des distances de A à trois sphères orthogonales quel- 
conques passant par B, ou à une sphère et un cercle orthogonaux passant par B. 
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Observons que l'un des cereles orthogonaux à (AB) suivant B est le cerele 
de diamètre BB’. dont le plan est perpendiculaire au plan ABB’. Tl résulte alor 
de ( 4) que 

NBs AU m3 
7 A) liege 


NG; BB . 


Lorsque B ct B’ sont deux points imaginaires conjugués, le bipoint ( BB’) 
est dit imaginaire pur. On peut encore définir la distance A( BB’) par la 
distance de A à celle des sphères b qui est orthogonale au cercle ( ABB’); elle} 
est imaginaire pure. La formule (7) est encore valable. Enfin, la compa-| 
raison de (5) et (7) montre que les distances d'un point à un cercle et au 
bipoint focal de ce cercle sont égales en valeur absolue. 


5. Lorsque B' est à l'infini, la distance A( BB’) devient la distance eueli-| 
dienne AB. Les cercles 3 et les sphères b qui passent par le binoint deviennent 
les droites et plans passant par B, et les distances |A3| et Ab] sont les dis-| 
tances euclidiennes à ces droites et plans. D'autre part, 3 étant sur b, on à 
alors 


| a “eS 
asin AB). b. 
Zee 
aia sin( \ 3). b. 
SA VAE 
| . SA Bi 5 
| > 


invariance anallagmatique des angles et des rapports des valeurs absolues | 
les distances donne donc, dans le cas général, les formules 


74 jai 


ee et ae es Rips RAS 
id) Vb ts” CRD Psi (\BB, beat AS Pont \ 35. be 
FAX 
(g) AS == ANBR') sia ( ARB’ )..3; 


En particulier. on en déduit que 
p 


eo eee Te aor 
sin( ABB’), b = sin(/ , b x sin( ABB’), 5, 


i 


qui peut s'interpréter de la façon suivante : étant donné deux cercles 3, 8! 
d'une sphère a, et une sphère quelconque b passant par 3, on a 


ar : AN 
sinb, 6’=sinb, a x sinb, 6’. 
Cette formule élémentaire est d’ailleurs évidente par inversion. 


Remarque. — Considérons une droite 3 issue d’un point B, et un autre 
point A situé hors de cette droite. Si M est un point variable de 6, le 


DÉFINITIONS ET THÉORFMES DE MÉTRIQUE ANALLAGMATIQUE. = 


. - q —_ = 
cercle (ABM) coupe la droite AM suivant un angle constant, égal à AB, 3, ct 
| dont le sinus est égal au rapport des distances de À à 3 et à B. Par inversion, 
| on est ramené au cas d'un cercle 3 et d'un bipoint (BB) de ce cercle. L'inva- 


riance anallagmatique du rapport des distances fournit alors le 


THÉORÈME. — Etant donné un point À, un cercle 3 et un bipoint ( BB’) de 3, 


| tout couple de cercles (ABM), (ABM) qui se coupent sur 3 font un angle 
| constant, dont le sinus est égal au rapport des distances absolues de A à 3 et au 


bivoint. 


CHAPITRE IE 


DISTANCES INVARIANTES. 


6. Comme nous l'avons déjà fait observer, les trois éléments fondamentaux 
d'une métrique anallagmatique sont la sphère, le cercle et le bipoint. Ce sont 


| les distances relatives à deux de ces trois éléments que l'on peut définir de 


manière invariante. 
Considérons tout d'abord un bipoint A= ( AA’) et une sphère b. Le réseau 
des sphères qui passent par A, et la sphère b, sont orthogonales à une même 


sphere c; l'inversion par rapport à e laisse invariants A et b, tout en per- 
mutant A et A’. Si Ab est du signe de A’b,c pst réelle et Ac. Veo. Si le 


produit des distances Ab, A’b est négatif, c est une sphère imaginaire pure, 
et Ac. A’c est encore négatif. On a donc 


suivant que A et A’ sont, ou non. du mème côté de la sphère b. Nous convien- 
drons de poser 


\b 
(1 ab \/ He << Ve 


de sorte que celle distance Ab est positive, ou imaginaire pure, suivant que .\ 
et A’ sont, ou non, du même côté de b. Désignons par O et r le centre et le 


— rr 


ra dec. OnaOA = — 
von dec. Un a ax 


, done 


“Then résulte que 


de méme 
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done 
ee 
AC NC SS 
i} 
On ohtient ainsi l'expression remarquable 
(2 Ab= 1 \b. VD 


Lorsque b est un plan, Ab et A’b sont les distances euclidiennes algébriques | 
de A et A’ à ce plan. 

La définition (1) s'applique aussi bien aux cas où b, ou A, sont imaginaires 
purs. Si b est imaginaire pur, et A réel, Ab.A'b est négatif et Ab est imagi-| 
naire pur. Si b est réel et A imaginaire pur, Ab.A'b est positif, mais AA’ est } 
imaginaire pur, done Ab est imaginaire pur. Si A et b sont imaginaires purs, 
le produit des puissances de A et A’ par rapport ab est positif, done Ab.A'k 
est négatif, et Ab est réel. 


7. Distance de deux sphères. — Étant donné deux sphères réelles a, b, lesk 
carrés des distances à b des bipoints A de a constituent un ensemble de? 
nombres dont la borne inférieure est seule finie. Les deux sphères étant 
anallagmatiquement permutables, cette borne est une fonction symétrique dea} 
et b. Nous définirons la distance ab des deux spheres a et b par 


13) ab —\ borne inf Ab . 


Si a et b ne se coupent pas. cetle borne est positive et ab est positif: 
lorsqu'elles se coupent, cette borne est négative et ab est imaginaire pur: 
la tangence de a et b se traduit par ab — 0. 

Pour déterminer l'expression de cette borne inférieure, on peut admettre! 
que b est un plan. Il vient alors 


Abe bee oe 


où Hl, H° sont les projections orthogonales de A, A’ sur ce plan b. Il est class 
que la borne supérieure de cette expression est ++, et que le minimum ne} 
peut correspondre qu'à deux points A, A’ d'un plan diamétral de a perpen:| 
diculaire ab. On peut donc raisonner dans un tel plan. Soit OO’ la hauteur! 
abaissée de O sur b, avec OO! h. Si AA’ rencontre O0’ en I, b en K, et faitl 
l'angle 2 avec b, on voit tout de suite que 
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ot rest le rayon de a. D'autre part, 
RING ROSS KO PE ee OL ot fit =u": 


par suite 
Ab th— re) sine —(h — OL) coste 


r° sin? = == i —= O1 ) cos? 


en fonction des deux variables indépendantes z et Ol. C'est une fonction 
t homographique de tang? =, de discriminant 


AA Te OI <o 


| Si OT <r’, tang?o peut varier de o à +x. et Ab décroit alors de 


te =O] he oS 
woe >o a, —1, | restant fixe. Si Of >>7r?, tang?s ne peut varier 
Fi 
Dr. FE F Se Wie 
que nos — à +x, et Ab décroit de + x à, —1. La borne inférieure 


| E he os , . 
de Ab est FE toujours — — 1. Observons que ce minimum s'obtient encore 


| avec une jen quelconque de 9 lorsque le point F annule A, c'est-à-dire 


| que OI — Ti ceci exprime que AA’ passe par le pôle de b par rapport à a. 
| autrement dit que le bipoint A est sur un cercle orthogonal à a et b. 


. h : ‘ à 
Lorsque a et b se coupent, : est le cosinus de leur angle d'intersection. donc 


(4) 1 ab — Pak 


L’orthogonalité se traduit par ab =, qui correspond au minimum de ab. 
_ Dans le cas de deux vraies sphères a. b, de rayons 7, 7’, et dont la distance 
| des centres est d, on voit aisément que 


| Dent 
| (5: ab = me on ' 
| POLE. 
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x: sie: : : : : . : -, a 
Si l'une des deux sphères est imaginaire pure, la distance ab fournie par (5) M 
est imaginaire pure, de valeur absolue supérieure à 1: lorsque les deux 
sphères sont imaginaires pures, ab est positif. | 


8. Étant donné un bipoint A et une sphère b, si a désigne une sphère 
quelconque passant par À, on à 
Ab >ab : 
d'autre part, si A’ est le bipoint d’intersection de a avec un cercle orthogonal 
commun à a et b. on sait que 


ab = A'b > Ab. 


Or, on peut faire passer par A un cercle « orthogonal ab, et prendre pour a 

la sphère orthogonale à x. Pour cette sphère particulière. on a 

Ab Ab. 
On peut done dire que le carré de la distance d’une sphère b à un bipoint A 
est le maximum du carré de la distance de cette sphère b aux sphères qui passent 
par le bipoint. Ce maximum est atteint pour la diets orthogonale au cercle mené 
par A, orthogonalement ab. 

Une inversion permet de supposer que A == (AA) a l’un de ses points, A’. à 
l'infini. Si O est le centre de b, r son rayon, et si O se projette orthogona- 
lement en H sur un plan a passant par A, on sait encore que 
OH 


+ 


r 


ab — 


donc pour trois plans orthogonaux a,. a,. a,. ona 


Le plan qui fournit Ab est ici le plan perpendiculaire à la droite OA, donc 


OA 


» 


re 


Ab = 


Dans le cas général, on a donc l'identité 


7 s 5 2 


(6) Ab = ab ep a,b = Dike 


où a,. a,, a, désignent trois sphères orthogonales quelconques passant par A. 


9. Distance d'un cercle et d’une sphère. — Étant donné une sphère a et un 
cercle %, réels, considérons les sphères réelles b qui passent par 3. Une 
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j inversion permet d'admettre que 3 est une droite, de sorte que les b sont des 


plans. Les distances ab forment un ensemble de nombres réels dont la borne 
inférieure est — 1, valeur atteinte pour le plan b, qui est orthogonal à a. C'est 
| la racine carrée de la borne supérieure que nous ie rons distance a3. 
Désignons par / la distance du centre de a a la droite 3, par z l'angle 
À du plan b avec le plan b;, et soit r le rayon de a. La distance du centre de a au 
| plan b vaut Asinz, de sorte que : 


ab — In ie 


Le maximum de ab correspond done au plan b, perpendiculaire à b:. On 
voit en outre que pour deux plans orthogonaux b,. b.. 


se —_— he 


{ Dans le cas général, on voit done que a% est la distance de a à la sphère b, 
À qui coupe orthogonalement, suivant 3, la sphère b, orthogonale à a. On a 


) d'autre part 
ma (>) a3=Y ab, + ab, +1. 


Hou b,, b, désignent deux spheres orthogonales quelconques passant par 3. 
| Ilest clair que a3 est positif s’il existe une sphère b ne coupant pas a. 
Ÿ c’est-à-dire no 3 ne coupe pas a. a 3 coupe a, a3 est imaginaire pur. a3== 
# exprime que 3 est orthogonal à a. a3 =o que 3 est tangent à a. 

Soit B un bipoint quelconque de 3; aB est le maximum des carrés des 
| distances de a aux sphères passant par B. dont l'ensemble contient les sphères 
| passant par 3. On a donc 


D 


aB a 
| D'autre part, prenons pour B l'intersection de 3 avec un Fee y orthogonal 
à a et 3: soient b; la sphère (3y), et b, la sphère menée par 3 et ue 
à b!. b, est également orthogonale à y. On sait alors que, pour ce bipoint 
particulier, 


A7 -ab = as 


| Il résulte de là que le carré de la distance d'une sphere a à un cercle 8 est le 
| minimum des carrés des distances de la sphère aux bipoints du cercle. Ce 
minimum est ASE pour l'intersection, avec 3, d'un cercle perpendiculaire 
commun à a et 5 

Les RTE et expressions qui précèdent s ‘appliquent a une sphere et 
| un cercle non nécessairement réels. Si 3 est imaginaire pur, tout bipoint B 
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de 3 est imaginaire pur ('), done aB , carré de la distance d’une sphère à un 
bipoint imaginaire pur, est négatif ou positif suivant que a est réel ou 


imaginaire. Si a est imaginaire pur, et 3 réel, B peut être réel, donc aB peut 
prendre des valeurs négatives. On volrans que a% est imaginaire pur lorsqu'un 
seul des deux éléments est imaginaire pur. et positive er ils sont tous deux 
imaginaires purs. 


Remarque. — La comparaison de (6) et (7) montre que 
(8) Ab=\/7b — ab 1. 


où a et a désignent une sphère et un cercle orthogonaux, quelconques, passant 
par A. 


10. L'invariance anallagmatique du bipoint focal d’un cercle par rapport 
à ce cercle fait prévoir qu'il existe une relation entre les deux distances d’une 
sphère à un cercle et au bipoint focal de ce cercle. 

Pour déterminer cette relation, supposons la sphère a réelle et réduite à 
un plan, et le cercle B réel; soit (FF) le bipoint focal de 3, £ son rayon, et 


soit 9 l'angle de son plan avec le plan a. a3 — 1 est la somme des carrés des 
distances de a au plan de { et à la sphère de grand cercle 3. Si À désigne la 
distance du centre de 6 au plan a, on à donc 


St. deh, pe 
== — sin?) + - mae 
o2 


=? 
a 3 


D'autre part, 


> 


AFS a = (A + co cos) (h — ip cos) = — = — cos? 0. 


A 
is] 0? 


0 0 


On voit ainsi que la somme des carrés des distances d’une sphère à un cercle et 
au bipoint focal de ce cercle est égale à —1. Ce théorème permet un calcul 
rapide de la distance d’une sphère à un cercle, vu la simplicité de la formule (2). 


11. Considérons deux sphères réelles a, b; soient 3 un cercle réel quelconque 
deb, et b, la sphère orthogonale ab le long du oe 3. On sait que 


2 


ad — ab -- ab; +1: 


b, étant réel, ab, +1 est supérieur ou égal à zéro, donc as >ab . D'autre 
part, il existe une infinité de sphères réelles orthogonales à a et b, et, pour 


(1) On ne considère pas d'autre sorte de bipoints imaginaires. 
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‘intersection 3 d’une telle sphère avec b, on aa3 — ab . Dans le domaine 
“éel on a donc le 


12. Distances d’un bipoint à un cercle. — Soient A=(AA’) le bipoint et 8 le 
“cercle, supposés réels. Considérons les sphères b passant par 3 et l’ensemble 
4 mes US Ab. On no supper que : est une droite, bree po axe 


es 5 es du dielre ABA’, d cere 26, More par H, H' les 
rojections orthogonales de A, A’ sur le plan xOy. Le plan courant b étant 
‘epresenté par l'équation æ sing — y cos? — 0, ona évidemment 


i 
4 


- 5 OUsin(s — 6) x OH'sin(s + 4) 
AA’ MAY 
20H. Ou 
== ———— (cos 2) — cus» 9). 


ae 


Ab oscille donc entre le maximum 


Ab on 
——— cos? 20 
ate 
tet le minimum 
SEL ONE jee 
| -— | ——— sin’9 80. 
| AA 


L'existence de ces deux bornes correspond à ce qui se produit pour la définition 
‘de la distance de deux droites de la géométrie cayléienne. Elle ne permet pas 
de définir une distance unique de manièçe satisfaisante. On pourrait appeler 


distance AS la racine carrée de la borne de Ab qui a la plus grande valeur 
absolue, et écart sphérique la racine carrée de l’autre borne, cette dénomination 
‘étant suggérée par la remarque qu'il faut et il suffit que l’une de ces deux 
bornes soit nulle pour que A et 3 soient cosphériques ('). Pour les appli- 
cations que nous avons en vue, il nous suffira de considérer ce dernier cas; 
nous conviendrons donc d'appeler distance d’un bipoint A et d’un cercle 3 
cosnhériques la racine carrée de la borne non nulle des carrés des distances 
de A aux sphères qui passent par 3 

Dans la figure considérée, 0 — 0 ou = suivant que A, A’ sont, ou non, du 


coe # 
même côté de O3. Ab est nul pour ¢ =o dans le premier cas, pour 9 = = dans 


(1) Sauf le cas banal où A a l’un de ses points sur 3, pour lequel Ab est identiquement nul. 


lg RENE LAGRANGE. 


l'autre, c'est-à-dire pour le plan (A%). L'autre borne correspond au plan 
perpendiculaire. On voit d'ailleurs que, si b,, b, sont deux tels plans. 
orthogonaux quelconques. 


COM 
Ab, + Ab, = | ——=- cos == 4 —— 
Ay \\ 


OHO = 


Donc le carré de la distance d’un bipoint et d’un cercle cosphériques est la 
somme des carrés des distances de ce bipoint à deux sphères orthogonales quel- 
conques passant par le cercle. En particulier, A3 est la distance de A à la sphère 
passant par 3 et orthogonale à la sphère (A3). . 

Cette distance est positive. ou imaginaire pure. 

L'expression obtenue est encore valable lorsque A, ou 3 est imaginaire pur. 
Dans tous les cas, l'axe de 3et le plan médiateur de A sont réels, donc le centre 
de la sphère (A5) est réel. Cette sphère est elle-même réelle si un seul des 
deux éléments est imaginaire. La sphère orthogonale le long de 3 est alors 
réelle ou imaginaire pure en même temps que 3. Par conséquent, A3 est imagi- 
naire pur lorsqu'un seul des deux éléments est imaginaire pur. I] peut être réel 
ou imaginaire pur lorsque A et 3 sont imaginaires purs. 


13. "Etant donné un bipoint A et une sphère b, soit 3 un cercle de b cosphe- 
rique avec A: soit b’ la sphère orthogonale à b le long de 3. Il résulte de ce 
qui précède, et de l’observation que Ab, Ab’ et A5 sont simultanément réels 


ou imaginaires purs, que 
|AS *= Ab: Ab 22) Ab : 


légalité valant si lon choisit pour 3 l'intersection de b par la sphere ortho- 
zonale menée par A. On voit ainsi que la valeur absolue de la distance d'un 
bipoint A à une sphere b est le minimum de la valeur absolue de la distance 
de A aux cercles de b cosphériques Avec A. 


14. Distances de deux bipoints. — Pour définir la distance anallagmatique 
de deux bipoints A=(AA’) et B=(BB’), considérons l’ensemble des 
distances de A aux sphères b qui passent par B. Si l’on définit la distance AB 
à laide de cet ensemble, une question préalable de symétrie se pose, à laquelle 
répond le théorème : Deux vrais bipoints sont toujours anallagmatiquement 
permutables. 

I suffit de raisonner sur deux bipoints réels. La sphère (AB) doit être 
invariante dans l’anallagmatie cherchée, et on peut la supposer plane, grace 
à une inversion préalable. On peut même supposer que B est à linfini. II 
suffit done de trouver, dans le plan AA'B', une inversion, et un déplacement 
ou une symétrie par rapport à une droite, grace à quoi A’ est permuté avec B' 
ef A avee linfini. L'inversion seule modifiant l'infini, son pole doit être en A. 
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Le deplacement ou la symétrie devant conserver A, il ne peut s’ agir que d’une 
M rotation de centre A ou d’une svmétrie dont l'axe passe par A. Ces deux trans- 
|| formations conservent la distance euclidienne à A. Il faut donc que les inverses A} 
et B, de A’ et B' soient tels que l'on ait AB; = AA’ et AA) = AB’; pour cela, il 
{faut ef il suffit que la puissance d’inversion rill + AA’ AB . On voit alors tout 
de suite qu'il suffit d'associer à cette inversion la symétrie par rapport à une 
hissectrice convenable de l'angle A'AB', et notre proposition est démontrée. 


Pour étudier l'ensemble des distances Ab , s supposons que B’ soit à l'infini. 
de sorte que b est le plan courant passant par B. Désignons par 5 la trace de 
ce plan sur le plan (AA'B), par H et H' les projections SmumRRTENe de Aet A’ 
sur 3, et par 9 l'angle des deux plans b, (AA'B). II vient alors 


£ 


x 


— ——, AH, \'H'sin6, 
Av "AA 


À Pour une même trace 3, Ab oscille entre zéro et + AH. AH; qui corres- 
AA‘ 


ainsi ramenés au SY traité au Rte 12. Il ya deux bornes, done 
La priort deux distances; on peut réserver le nom de distance à la racine carrée 
+ de celle des deux bornes qui a la plus grande valeur absolue, et d'écart cyclique 
a la racine carrée de l’autre borne. Pour que cet écart soit nul, il est en effet 
! nécessaire et suffisant que A, A’, 4, soient coplanaires dans notre figure. 
Lc'est-à-dire A, A’. B en ligne droite; l’autre borne est alors fournie par le 
| plan b perpendiculaire à cette droite. Dans le cas de deux bipoints à distance 
| finie, l'écart cyclique est nul pourvu que ces deux bipoints soient cocycliques. 
| C'est d’ailleurs ce cas qui nous intéresse, et nous pouvons adopter la défi- 
‘nition suivante : La distance de deux bipoints cocycliques A,B est la racine 
| carrée de la borne non nulle des carrés des distances de A (ou B) aux sphères qui 
passent par B (ou A). C'est encore la distance de A à la sphère b, orthogonale au 
| cercle (AB) suivant le bipoint B. 

Cette distance est ale ou imaginaire pure suivant que A et A’ sont, ou 
| non, du même côté de by, c'est-à-dire suivant que les deux arcs de cercle AA’, 

BB’ ne sont pas, ou sont, empiétants. 


15. B' étant toujours à l'infini, et AA’B en ligne droite, soit b, un plan 


| quelconque passant par B, et faisant l'angle = — 4, avec (BAA’). On voit 


| immédiatement que 
2s Ab, = 4 


ree 
AB, 
A 


16 RENÉ LAGRANGE. 


tandis que RO 
re AB.A'B 
A A! 
Par conséquent, pour trois plans b,, b., b; orthogonaux deux à deux, ona 


ie 


d’où le 


Taéorème. — Le carré de la distance de deux bipoints cocycliques est la somme 
des carrés des distances de l'un de ces bipoints à trois sphères orthogonales quel- 
conques passant par l’autre. C'est encore la somme des carrés des distances de 
l’un de ces bipoints à une sphère et un cercle orthogonaux, passant par l'autre. 


Pour terminer, voici une expression remarquable de la distance de deux 
bipoints cocycliques (AA), (BB’). Soit b, la sphère passant par B, B'et ortho- 
gonale au cercle (AA’ BB’). On voit successivement que 


4 4 


(AA) (BB) —(AA)by = —4 Ab. A"by = —ty A( BB’). A’( BB’) 
AA’ AA’ 
AB.AB!.A‘B. A'B’ 
oi ee 
AA’ . BB’ 
done 

if 3s ! / ‘Pp 
(9) bn it By de Pa Du Le 


AA’. BB! 


Algébriquement, on voit immédiatement que 
2 ——————— 
(10) (AM) (BB!) = 7) X(BBD.A(BB), 
En particulier, lorsque A’ va à l’infini, on a 


(10!) (A) (BB) = py VAB- AR’. 

16. L'invariance anallagmatique de l'expression au second membre de (9) 
est indépendante du cocyclisme des deux bipoints. La vérification en est 
immédiate. En outre, sa valeur est liée de manière remarquable aux deux 
distances anallagmatiques des deux bipoints. Pour établir cette relation, on 
peut supposer que A a les coordonnées cartésiennes rectangulaires (= a, 0, 0) 
et que les deux éléments de B sont B’/=c et B(a,, y,, 0). L’équation d’une 


sphère a passant par A est 
ne > ue tf? Bai O19 aps = ati 0 


’ 


done 
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Les valeurs extrémales correspondent à 4 — o et 
Yo( +) + (ai + 93 — 2230 — &)— 0, 


et sont alors déterminées par la valeur de 


L’équation en 2? est 


s De P © ‘ 9 
wo — (ri +yi—e)— yo, 


de sorte que les carrés des deux distances anallagmatiques sont 


(11) ge Loto Cty it yi CP + hey, 
un 20 
— Tob Ven EN HIS Hu) —4er 
20 
me ret ye dE ABLA'B 
pe 20° 
21 Pop AB.A’B AB.A'B : 
Leur différence vaut donc —— = 4 ———,-> et sa comparaison avec le 
AA’ 


second membre de (10’) montre que, dans le cas général, la différence des carrés 
des deux distances anallagmatiques de deux bipoënts (AA'), (BB’) est égale 
id AB. AB’.A‘B.A’B’ 


AA’ . BB’ 
Pour qu’une des deux distances soit nulle, il faut et il suffit que y, soit nul, 
c'est-à-dire que A, A’, B soient alignés; on retrouve ainsi la condition de 
cocyclisme. Le théorème que nous venons d’établir se réduit alors à (9). 


17. En changeant a en za, on peut considérer A comme le bipoint focal du 


cercle a, d’équations 


aOR 


aa yrs? = G20. 


(a) 


Fue. s , a , x 
L’équation générale d’une sphere a passant par x est 


(a) 7 e+ yt s— tha — v=o, 


de sorte que 


2, ty Ahr e 

Soha 12 + a? 
C’est l'expression de même nom du paragraphe précédent, où l'on fait sm — 0 et 
où l’on permute x, et y,. Les deux distances anallagmatiques 5’ de B à « sont 
donc données par 


if NE Lo Jot CN CCG Vo im) USA 
eee oe EE 
tk 4) o- = oR: 


Ann. Ec. Norne., (3), LIX. — Fasc. 1. 
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D'autre part, l'expression (11), où l’on change a en ta, donne ici 


2 2 TR 2 2): ESE 
a yet GEL (ret rot ey — 4276 
| —9@ 


oo 


La comparaison avec(11') montre que les carrés des deux distances d’un bipoint a 
un cercle et au bipoint focal de ce cercle ont, chacun à chacun, leur somme 
égale à —1. 

On en déduit, comme corollaire, que les deux distances d’un bipoint A et 
d'un cercle 3 sont égales à celles du bipoint focal de 6 et du cercle dont A est le 
bipoint focal. 


. 


18. Perpendiculaires et obliques. — Étant donné un bipoint A et une sphère a, 
appelons hauteur le cercle 3 généralement unique passant par A et orthogonal 
à a, et pied de la hauteur le bipoint B d’intersection de a et 3. A et B étant 
cocycliques, et a et 3 étant orthogonaux, la longueur AB de la hauteur n’est 
rien autre que la distance Aa. Tout autre cercle $, passant par A coupe a 
suivant un bipoint B,; le cercle y orthogonal à a et passant par B, ne passe 


par aucun point de A, et ona 


9 


AB, Aa +A;. 


En observant que les deux termes au second membre sont simultanément 
positifs ou négatifs, suivant que A et A’ sont, ou non, du mème côté de a, on 
en déduit 


‘AB, - AB. 


En appelant obliques les cercles tels que 3,, on peut donc dire que toute oblique 
abaissée de A sur à a une longueur supérieure à la hauteur, en valeur absolue. Ces 
deux longueurs sont simultanément positives ou imaginaires pures suivant 
que À et A’ sont, ou non, du même côté de a. 

Considérons de même un bipoint A et un cercle «, cosphériques. Appelons 
hauteur le cercle $, généralement unique, passant par A et coupant « ortho- 
gonalement, et oblique tout autre cercle 3, passant par A et rencontrant 2. 
Soient B et B, les pieds de ces hauteur et oblique. Si b, est la sphère 
orthogonale à % en B,, on voit comme pour la sphère a que 


| AB, ?= | Aa)? + | Ab, |? >| Aa|? =| AR}, 


c'est-à-dire que toute oblique est plus longue que la hauteur, en valeur absolue. 
Le rapport de ces deux longueurs s’évalue aisément. En supposant A’ à 
infini, 3 est le diamètre ABB’, et 3, toute autre droite AB, B:. Il vient alors 


ABV \BONEY VG) Ab, a ee eee eae 
Ap, BD’ : BB, == DE —=sina, (3; ou SING, (51. 


DD 
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d’où résultent les formules 


| : Aa Aa 
(12) a pees at, 
1 i wx ou TRE 
sina, G: sing, By 


D'autre part, 


‘BB, |= x \BB.BB.BB,.BP, 


Pasi le 
BB’.B,B, 
donne, grace aux égalités de la forme 


2S 
B, B. B, B’= BB’. AB, sin3, 6. 


; SB, AB, ABS... oes 
BB, a0 ee oo AB as. Bi. 


On en déduit, en grandeur et signe, les formules 


; D. 
sin 3. 
| aa Stee 


Eu sina, 8, 


N (13) BB — AB -nf. CPE 


| ia act 
| A2 ee 
| sing, D; 


tout à fait semblables aux relations homologues de la géométrie euclidienne. 
_ Les relations d’inégalité disparaissent lorsque A est invariant dans une 


| inversion qui conserve a ou «. Tout cercle passant par A est alors hauteur et 
| toutes les hauteurs sont égales. 


} 
| 


| 


19. Distances de deux cercles. — Étant donnés deux cercles «, 3, réels, 
¢ considérons les sphères a, b qui passent respectivement par eux, et l’ensemble 


# des valeurs de ab . Sa borne inférieure est — 1, et est effectivement atteinte 
6 pour l'infinité de couples de sphères orthogonales. On pourrait appeler 


1 distance a f la racine carrée de la borne supérieure des ab , mais on obtient 
ainsi la longueur d’une hauteur commune, autrement dit la distance des deux 
| bipoints d’intersection de a, 8, avec un cercle perpendiculaire commun, et il 
jest illogique de distinguer l’une de ces hauteurs de l’autre, surtout lorsqu’elles 
‘sont toutes les deux réelles. Etudions donc, d’une maniére générale, les 
lr valeurs extrémales de la fonction de deux variables indépendantes qui repré- 


ey 


a sente ab . 

) On sait que deux cercles réels ont en général deux cercles perpendiculaires 
fcommuns, dont l’un au moins est réel. Une inversion permet donc de supposer 
que a et un cercle perpendiculaire commun Y, sont rectilignes; prenant « pour 
Rae des z, Y) pour axe des æ, on construit un système de coordonnées carté- 
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siennes réelles, par rapport auquel les équations de $ sont de la forme 


ycos) — = sin0 — 0, 


— 
TD 
ee 


aw + 5 — ama po. 
Les équations de a et b sont de la forme : 
(a) Sin o — JY COS = 0, 
(b) A+ 2+ 5— 2mx—21(y cos) — s38in9) + po, 


de sorte que 


=?  (msing — Z. cos) cosg }? 
api : 


12 + nm — pr 


Les valeurs extrémales de ab sont données par 


m sing — À cos cosY — 0, 
qui correspond à la borne inférieure — 1, et par le système d'équations en A, ¢ 


Ga | mecosg + À cosÜ sing = 0, 
if € 


| (m?— p) cos cos 5 + 7m Sins =o, 


Les solutions de ce système, sont en général, cos = 1=0 et Ai= x 
sing =o. La première solution donne 


2 me 
ay bo = FR El 
HOTTE 
et correspond au plan yos — a, et à la sphère b, de grand cercle B; la distance 
trouvée est celle d'une hauteur commune à a,, by, donc de y,. L’autre solution 
correspond au plan a, = xo et au plan b; du cercle 8, etl’on a 


a,b, "sin 0: 


De mème que y, est l'intersection de a,, b,, de même l'intersection y, de a,, 
b, est une perpendiculaire commune de a,, b,, également perpendiculaire 
commune de a, 3, et sa longueur vaut ¢sin9. Les valeurs extrémales trouvées 


pour ab sont donc les carrés des longueurs des deux hauteurs communes. 
Nous appellerons donc distances anallagmatiques de deux cercles les longueurs 
de leurs deux hauteurs communes, ou les racines carrées des valeurs extrémales, 
autres que la borne inférieure fixe — 1, du carré de la distance des deux sphères 
vartables qui passent respectivement par ces deux cercles. 

Pour que les deux hauteurs communes soient réelles, il faut et il suffit 


: iL aes Rey ; ‘ 
que a,b, = ——— soit négatif, donc p 0, qui correspond au cas où a, sont 


We l 


entrelacés; les deux distances sont alors imaginaires pures. Lorsque les deux 
, . L \ . 
cercles sont extérieurs l’un à l’autre, une des distances est réelle et l’autre 


i 
| 
| 
| 
| 
| 
} 
| 
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imaginaire pure, la distance réelle étant la longueur de la hauteur imaginaire 
et réciproquement. 


On sait d’autre part qu’il y a une infinité de hauteurs communes lorsque a. 


| sont cosphériques (coplanaires dans les circonstances du calcul) ou 


paratactiques. Effectivement, dans le premier cas, 0 — 0, et y, est indéterminé; 


les hauteurs communes ont toutes la longueur a,b,, et l’on sait d’ailleurs 
qu’elles sont anallagmatiquement équivalentes. Dans le cas des cercles 


= La x ASS “ . *. 
paratactiques, 4 est égal à l'angle aq, bo, et le système (14) se réduit à l'équation 
unique 


(15) m cosy + 1. cos sing = 0. 


Réciproquement, la condition d’indétermination de (14) 


m? sin? 9 + P cos? 9 =o 


exprime que les deux cercles sont paratactiques, ou, ce qui est équivalent, 
que a,b,—a,b,. (15) exprime que le centre de b est dans le plan a’ 
orthogonal à a, et passant par a = os, donc le cercle (a, b) est orthogonal à «; 
par raison de symétrie il l’est à 3. Aa’ correspond b’ dont le paramètre 2’ est 
défini par 

— msin9 + /'cos) cosy — 0, 


—m? 


- donc Ad’ = il = p—m°, de sorte que b’ est orthogonal ab. L’intersection 


de a, b est donc perpendiculaire a a’ et ab’, et la longueur de cette hauteur 
commune a la valeur constante z sin®. Ainsi, touts les hauteurs communes 
de deux cercles paratactiques ont la méme longueur, qui représente la distance 
des deux cercles; cela résulte d’ailleurs de la propriété de ces hauteurs d'être 
anallagmatiquement équivalentes, c’est-à-dire qu'on peut les transformer l’une 
en l’autre par une anallagmatie qui conserve « et 3. Observons que nous avons 
établi que deux cercles sont paratactiques lorsque leurs deux distances 
anallagmatiques sont égales. : 


20. Les distances de deux cercles sont encore les valeurs extrémales de la 
distance de l’un de ces cercles aux bipoints de l’autre cercle qui sont cosphériques 
avec lui. En conservant notre figure, considérons un bipoint (CC’) de Os dont 
les cotes soient u, u'. La condition de cosphéricité avec 3 est uu'=— p. Les deux 
distances anallagmatiques de 3 à (CC’) sont 5, —o et 4,. Si l’on désigne 
par 2, et 2, celles du bipoint focal (BB’) de B, à (CC), les théorèmes des 
paragraphes 16 et 17 nous permettent d'écrire les trois identités 


1 ou D ll, 


bGeB.C, BG BEC 
a) 
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d’où résulte phi 
BC.B'C. BC’. BC 
rare | 
BRACC 

C'est 5, qui réprésente ce que nous avons appelé la distance anallag- 
matique 3(CC’), et il s’agit donc de déterminer les valeurs extrémales de ce 
second membre. Les coordonnées de (B, B’) sont x —m, y = +ircosb, 
3 == irsin9, avec r?—m°— p, donc 


—? 


BC. — vw tofursind = p. 


BC .BC =( + pre utr?sin?0, 


2 2 4 > TT 
BORA = (a+ pre jure) = À, s BCRB C= 


9 


Enfin 


ER ; ll 5 5 
CCE) —= (u?— p}, 
et l’on a ainsi 
p (+ p}+ 4u?r?sin0 


D 2 
OS 
re (u?— p)? ? 


si l’on observe, pour supprimer l’indétermination du signe, que C et C’ sont 
sur la même zone de la sphère (3CC’) pourvu que p soit positif, il vient en 
définitive 

Whe j 


( f CAR > 
+ 4(p + rt sin 0) ——___ }. 
Ye 4(Z in Ge pp} 


; u?— p \? f 
Les valeurs extrémales de ( + a) sont données par uo, u'= © et 
par u* = — p; le premier bipoint (o, x ) de Oz donne 
e—P—_Pf , 
1% EP 


et le deuxième (Ÿ—p, — ÿ—p) donne 


ce qui établit notre proposition. 
Le carré de la distance de (BB’) à a-est ici 


2 m’sin?g + r* cos? 9 cos? 
(BB)a — mnbaupigesinioos AE eu 
— 7 

j m* P . 
dont les valeurs extrémales sont — cos?4 et — ~2 3 elles sont complémentaires 


” 


a — 1 de celles trouvées pour 2;. Donc les carrés des distances anallagmatiques 
de deux cercles ct de celles de un de ces cercles au bipoint focal de l’autre 
sont, chacun à chacun, complémentaires à — 1. 

On en déduit immédiatement que les distances anallagmatiques de deux 
cercles sont égales à celles de leurs bipoints focaux. 
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CHAPITRE HIT. 


GÉOMÉTRIE D'UN CHAMP COCYCLIQUE PLAN DE BIPOINTS. 


21. Appelons champ cocyclique de bipoints un ensemble de bipoints de 
| l'espace tels que deux bipoints quelconques de cet ensemble soient cocycliques. 
4 Associons à ce champ les cercles passant par un couple de ces bipoints. On 
» démontre aisément le 


| 


Tutortme. — Les cercles d'un champ cocyclique de bipoints sont les cercles 
À orthogonaux à une méme sphère g, réelle ou imaginaire, et les bipoints sont les 
q Biupies de points tnverses par rapport à g. 


Soient en effet A et B deux bipoints du champ, que nous considérôns comme 
| fixes, et let A deux autres bipoints quelconques de ce champ. AA 7 le 
d cercle (T, A). A et A sont cosphériques, et les sphères (A, 7) forment un 
1 réseau; de mème les sphères (B, 7). A et B étant eux-mêmes cocycliques, 
! ces deux réseaux sont orthogonaux à une même sphère fixe g. L’intersection À 
+ de deux sphères de ces deux réseaux est elle-même orthogonale à g. D'autre 
* part, les droites AA’ et BB’, en posant A—(A, A’) et B= (B, B’), concourent 


Inversement, deux bipoints quelconques, dont les deux points sont inverses 
{ par rapport à une sphere donnée g, sont cocvcliques, et Je théorème est 
L'entièrement démontré. 

Il résulte de là que les champs cocycliques de bipoints de l’espace sont 
i définis par deux bipoints cocycliques, et se réduisent a deux champs anallag- 
} matiquement distincts, suivant la réalité ou lirréalité de la base g. Si g est 
réel, le champ équivaut à l’ensemble des couples de points symétriques par 
i rapport à un plan; les cercles deviennent alors les droites de la géométrie non 
) euclidienne de Poincaré. Les propriétés des champs cocycliques de base réelle 
» se trouvent donc incluses dans cette géométrie. Cependant, notre point de vue 
fest un peu différent, par suite de la considération de l'être géométrique 
à « bipoint » et de la « distance anallagmatique de deux bipoints cocycliques »: 
‘celle-ci diffère de la distance non euclidienne mesurée le long des cercles qui 
| jouent le rôle des droites dans cette géométrie, et qui est bien plus la longueur 
sanallagmatique d'un arc de cercle qu'une ru considérée à notre point 


de vue. 


22. Précisons cette dernière observation. Supposons que g soit un plan 
| réel, ce qui ne restreint pas la généralité; soit (A, A’) et (B, B°) deux bipoints 
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du champ, et I, J les points d’intersection de g avec le cercle (AA’BB’). Par 
définition, 


ee ise AB ABCA BEA Bea ADR 
(1) CAA (BBY = 2 RER = 
Or 
CPE TS vo 
NS ME 
SIN — Sin 
AB eee, A 
ih PES PR Ee ES ? 
AN sin tA sin TA 
sin IB “bh IA t 
AB = 2 
2 = — > 
BB sin B 
donc À 
IB IA 1B 2 SIA 
one (LES TS 2 LR 
(2) ( oui BO te te Pa, Sh a gg Sane ae 


ee ads 
sin TA sin TB 2tang IJB tang 1J A 


Lorsque (BB’) tend vers (AA‘), on déduit de (1) que la différentielle d/ de la 
distance est, en (AA), 
l IA 
(333 | Ah =D Pr. 
qui est l’invariant différentiel classique de la géométrie non euclidienne. Son 
intégration donne, de la distance non euclidienne de A à B, l'expression 


(4) /( Ni IN ke 
tang iJ A 


La comparaison avec (2) donne alors 


e’lABi 
Dell 


(5) (AA BB) == == Sh7(AB). 

C’est la distance définie absolument par (1) que nous utiliserons dans les 
théorèmes que nous allons établir, et c’est grace à la considération de cette 
distance de deux bipoints que nos énoncés de métrique anallagmatique ne 
différeront pas de ceux de la métrique euclidienne. D'ailleurs, nous n’aurons à 
préciser si g est réelle ou imaginaire que dans les discussions de réalité, etles 
théorèmes obtenus traduiront des propriétés des deux géométries elliptique et 
hyperbolique. 


23. Un champ cocyclique plan est défini par deux bipoints cocy- 
cliques (AA‘), (BB'); c'est d’ailleurs l'intersection d’un champ cocyclique 
de l’espace par un plan diamétral de la base g. Tout autre bipoint (MM’) de ce 
champ est défini par l’un de ses points, de sorte que les propriétés où inter- 
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viennent les distances de (MM’) à (AA’) et (BB’) s'expriment à l’aide des 
distances du point M, ou du point M’, aux mêmes bipoints ('). Bien que certains 
énoncés s'appliquent a un champ cocyclique quelconque, nous nous bornerons, 


{ pour simplifier, à l'étude des champs cocycliques plans. Voici un premier 


théorème concernant les distances en question. 


THÉORÈME |. — Entre trois bipoints (AA), (BB, (MM) d'un champ cocy- 


à clique, on a la double égalité 


à M{AA!)_ MAA) - (MM')(AA') 

2 M( BB)  MBB (MM)( BBD" 

Ces trois rapports étant anallagmatiquement invariants, effectuons une 
inversion de pôle M’. M devient le point de rencontre de deux cordes AA’, 


+ BB’ d’un cercle, M’ étant a l’infini. M est simultanément entre A et A’, et 


entre B et B’, ou hors des deux segments. II vient d’ailleurs 


M(AA’) MA.MA MB.MB BB: (AA) 
===, | — (D 


Bi CaNTAAN SE HD CAAT Oo BBY i 


| ce qui démontre, dans ce cas, l’égalité des deux premiers membres de (6). 


On voit d’autre part que ces deux rapports ne peuvent que changer simulta- 
nément de signe dans une inversion quelconque: ils sont donc toujours algé- 
briquement égaux. Il résulte enfin de l’expression 


4) Ss 
‘ A A’) — rz / AA bok AL 
(MM) (ANY = gp VAN MAN if 


(MM’) (AA’) 
(MM (BB) 
positif et égal a la valeur absolue des deux premiers rapports. 

Si les trois bipoints sont sur un même cercle, (6) subsiste à condition qu'ils 
fassent partie d’un même champ, autrement dit que AA’, BB’, MM’ soient trois 
droites concourantes. 


et de l’expression semblable de (MM’) (BB), que est essentiellement 


Taéorème IL. — Pour que deux bipornts ( AA’), ( BB’), cocycliques avec ( MM’), 
soient eux-mêmes cocycliques, ul faut et il suffit que 


MAAN) MUAISCA AT) 
(7) MBB) ~ MW (BR) 


(2) Tout champ cocyelique sphérique présente évidemment les mêmes propriétés. Par exemple, 
un champ cocyclique plan, dont la base est un cercle imaginaire 7, équivaut par inversion à 


| l’ensemble des couples de points diamétralement opposés de la sphère qui à pour diamètre Paxe 


focal de y. Les ecreles d’un champ cocyclique sphérique quelconque, de base imaginaire, equi- 
valent done anallagmatiquement à Pensemble des grands cereles d'une sphère, La distance de 
deux bipoints est alors égale au sinus de langle des deux diamètres correspondants. en valeur 
absolue. 


/ 


Ann. Ec, Norm., (3), LIX. — Fasc. 1. | 
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Le théorème I établit la nécessité, avec l'interprétation que les trois bipoints 
appartiennent à un même champ, lorsqu'ils sont sur un mème cercle. Récipro= 
quement, (7) ayant lieu, le cercle (AA’B) coupe le cercle (MM'B) en B’, de 
facon que l'on ait, grâce à la nécessité de (7), 

MONA) * MAN) 

MBB") WUBB’)’ 
et par suite 

M(BB") M(BB') 


tS) (BB) (BB), 


En vertu de (7:1), ceci entraine - . 


avec la condition supplémentaire que B’ et B" soient sur un même arc d'extré- 
mités M, M'. Ces deux points ne peuvent done que coincider. 


CoroLLaiRe. — Trois cercles d’un faisceau sont coupés par tout cercle en trois 
bipoints (AA), (BB), (CC) tels que l’on ait 
A(BB’) _ A'(BB') 
9) AL COO a ACC CE 

C'est la premiere partie du théorème II relatif à trois bipoints cocycliques. 
En voici une démonstration directe. Si les trois cercles x, 3, y ont un bipoint 
réel commun (MM), on a 

ACBB') AC BBY) 


\( MM’) A’( MM)’ 


et 
A(GC') — A’(CC’) 


A( MM’) ~~ \7(MM‘)’ 


d'où résulte (9) par division membre à membre. Il est clair que (9) subsiste 
en valeur absolue si les points communs du faisceau sont imaginaires, et 
l'égalité des signes provient du fait que les trois bipoints délimitent des arcs 
non empletants,. 

On peut encore démontrer (9) à l'aide de la formule (9; D), qui donne 


, ZX 

LAB = AC BB Suge, 2; 
AN 

RATS LA CCCMES INT cc: 


en désignant par ¢ le cercle sécant; il vient done 


le dr} M as 
Fe as \( Bb’) SIND, € 
ep hh (CE ae 
Sin), € 
(10) 
A'S __ | A'(BB) sin 6, à 
Aly hd ANC d 


sin, Ee 
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Ie} 12 


| TE A A3 : x 
j et il suffit de remarquer que = +=: On complète comme précédemment 


| par des considérations topographiques. 
| 24. THEORÈME IIT. — Quatre cercles d'un faisceau sont coupés par tout cercle en 
| quatre bipoints (AA), (BB), (CC’), (DD’) tels que le rapport 


A CA), DIAND 
C(BR) ° DC BBY 


| ail une valeur constante. 

2, 3, y, 9 désignant les cercles fixes du faisceau, observons tout d'abord 
| que ce rapport est indépendant du choix de l'élément C, ou D, des deux 
 bipoints d’intersection du cercle sécant < avec y, 2, et que sa valeur absolue 
vaut, d'après (6), 

: (CC) (MAY | (DD) (AA) 
(CC')( BB’) © (DD) (BB) 


| Irésulte d’autre part de (10) que 


C( AA") =|% sing, €. 
Cie) ae See N ? 
sina, = 


la division membre à membre avec la formule semblable relative à D donne 
} alors 


CNT A TIC D on 
( Se DFE CE SN Coe Daas TS A 


D'autre part, l'égalité 


CAM DIAN) > Ga Da Wet > 
2 See 5 SSS dar NU See!) 
Ha) CBB)’ Dc BBY CS DS La 
À est vraie en signe lorsque C et D sont suffisamment voisins et subsiste par 
déplacement continu de D sur : puisque les deux premiers rapports ne 
changent de signe que lorsque D traverse « ou 3. 


Conséquences. — Appelons rapport anharmonique de quatre bipoints cocy- 
| cliques (AA’), (BB’), (CC’), (DD’) d’un champ cocyclique (') la valeur commune 
des quatre rapports tels que le premier membre de (12). 

ll est cycliquement projectif, la projection consistant à joindre les quatre 
bipoints à un bipoint quelconque (00), réel ou non, du même champ, et à 
couper les quatre cercles x, 3, y, ¢ qui réalisent cette jonction par un nouveau 
cercle quelconque (2) z. Le bipoint d’intersection de x avec ¢' s’appellera 


(1) Les quatres droites AA’, BB’, CC’, DD’ sont alors concourantes. 


(2) <’ n’appartient pas, en général, au champ de z. B, y. 5. « 


Li 
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la projection cyclique de (AA’) sur ©, le centre de projection étant le 
bipoint (00”. 

En particulier, on déduit de là la conception de cercle polaire d'un 
bipoint (C, C') par rapport à deux cercles x, 3, dans un champ cocyclique : 
c'est le lieu des bipoints (DD’), cocycliques avec (CC’), et conjugués 
de (EC) par rapport aux deux bipoints d'intersection (AA’), (BB') du 
cercle (CC/DD’) avec a, 3, c'est-à-dire tels que le rapport (12) vaille —1. 
i) et D’ sont encore, sur le cercle sécant considéré, les solutions de l’équation 
en D, 


: D(AA’) , C(AA9 D 
(13) D(BB)* COBB 


et le cercle polaire est le cercle du faisceau a, 3 qui est conjugué, par rapport 
az. 3, du cercle du faisceau qui contient (CC’). 

Au lieu de se donner (CC’), on peut se donner Je seul point C. Sur tout 
cercle < passant par C, (13) définit un bipoint (DD’), qui est d’ailleurs le 
conjugué du bipoint d'intersection de < par le cercle y du faisceau x, 3 qui 
passe par C. Lorsque < varie, a, 5 et y sont fixes, donc le cercle du faisceau qui 
passe par (DD’) est également fixe. On peut donc parler de cercle polaire d'un 
point par rapport à deux cercles, au lieu de cercle polaire, dans un champ 
cocyclique, d’un bipoint par rapport à deux cercles. Dans le cas du bipoint( CC’), 
les cercles sécants forment un faisceau; dans le cas du point C, ils dépendent 
de deux paramètres. 

Ces remarques élémentaires nous conduisent à dire que, sur le cercle ¢, 
deux points GQ et D vérifiant (13) sont conjugués par rapport aux deux 
bipoints (AA‘), ( BB’); et le cercle polaire de C par rapport à a, 3 est le lieu 
des points conjugués de C, sur chaque sécante ¢, par rapport aux deux bipoints 


d’éntersection de 2 avec a, 5. 


25. La construction du cercle polaire de C par rapport à a, 3 peut être 
calquée sur celle de la polaire d'un point par rapport à deux droites. Soit en 
ellet un cercle sécant < passant par C, et (CC’) son bipoint d’intersection avec 
le cerele y du faisceau «, 3 qui passe par C. Soit un deuxième cercle sécant <,, 
passant par (CC). x, 3, ¢, 2, appartiennent à un même champ cocyclique. Les 
quatre bipoints d’intersection (AA), (BB’) et (A, A°), (B, B,)desete, avec a, 
3 sont cocycliques deux à deux, ce qui donne deux nouveaux cercles du 
champ, ¢ = (AA'B,B,), Ÿ =(BB'A,A;). Les deux bipoints CAA‘), (BB’) sont 
aussi bien les intersections de ¢ avec a, 3 qu'avec 9, 4. Le bipoint (DD’) de , 
conjugué de (CC) par rapport à (AA), (BB’), est done sur les cercles polaires 
de (CC) par rapport à 4, 3 et par rapport ag, Ÿ. Il en est de même pour (D, D), 
situé sur 2,. Ces deux cercles polaires sont done confondus avec le cercle 
commun aux deux faisceaux (2, 3), (2, ¥). Le cercle polaire cherché est 
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_ encore le cercle du champ cocyelique dont le centre est à l'intersection des 
lignes des centres des deux faisceaux. 


.26. Tétracercle d'un champ cocyclique. — (est la figure formée par 
| quatre cercles d’un même champ, autrement dit d’un réseau de cercles. Soient z. 
| 3, y, 2 ces anette cercles, et O leur centre radical. x, 3 se coupent en (CC); 
x, y en (BB’); 3, yen (AA’); x, ¢ en (DD’); 3, ¢ en (EE'); y,5 en (FF). Ces six 
| bipoints appartiennent au champ et sont deux à deux cocycliques; les six 
droites qui les portent passent par O. Appelons diagonales du tétracerele les 


| trois cercles 
L=(BBEE), + =(CC'FF’). 


Il résulte de la construction du cercle polaire que le cercle polaire de (AA) 
par rapport à Ÿ, 7 est le cercle commun aux deux faisceaux (2,7) et(, 7). Si 
Von désigne respectivement par (I), (JJ'), (HH’) les bipoints d’intersection, 
réels ou non, des couples de cercles (Ÿ, 7), (7, 9), (2, ¥), le cercle polaire: 
de (AA’) par rapport à (Ÿ, 7) est le cercle (DD'II’). Sur la diagonale o, (DD) 
| est donc conjugué harmonique de (AA) par rapport à À, 7, donc par rapport 
aux deux bipoints (JJ'), (HH’). Ce résultat est analogue au théorème sur les 
diagonales du quadrilatère complet rectiligne. 


| 27. Polaire d'un bipoint par rapport à une quartique bicirculaire. — Soient A 
| et (Q) un bipoint et une quartique bicirculaire dans un champ cocyclique de 
| base w; (Q) étant un lieu de bipoints du champ est invariante dans l’inversion 
| de cercle w; c'est encore la quartique bicirculaire la plus générale admettant « 
| pour cercle directeur. Un cercle £ passant par A coupe (Q) en deux bipoints B, I, 
qui appartiennent également au champ. Si A est le bipoint du champ conjugué 
| de A par rapport à B, l, le lieu de A quand ¢ varie est, par définition, la 
| polaire de A par rapport à (Q). On a alors le 
) 
| 


Tuéorème. — La polaire d’un bipotnt par rapport à une quartique bicireu- 
laire, dans un cham» cocyclique, est un cercle de ce champ. 


| Chaque cercle < coupe en effet ce lieu en un seul bipoint A; si A est hors 
| de (Q), B ou I ne peut venir en A, donc A ne coincide jamais avec A. Si ce 
| lieu est une courbe p-circulaire, de degré n, on a donc 2n — nese 2 avec n22p; 
Lil n’y a pas d’autre solution que n= 2, p=1 0Un=1, p=0, donc ce lieu est 
un cercle, ou une droite, du champ. Lorsque A est sur (Q), A coincide avec 

| lui, sauf lorsque < est tangent à (Q) en A; A est alors indéterminé sur ce cercle, 
| ou droite, qui est ici la polaire de A. 

| L'analogie avec ja polaire d’un point par rapport à une conique est ev idente. 
On voit même que, par un bipoint A extérieur à (Q), il passe deux cercles 

tangents à (Q), car les bipoints de contact sont les intersections de (Q)et de la 


| polaire de A. 
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Deux bipoints sont dits conjugués par rapport à (Q) s'ils le sont par rapport 
aux deux bipoints d’intersection de (Q) avec le cercle des deux bipoints 
considérés. Il est équivalent de dire que la polaire de l’un de ces bipoints passe 
par l’autre. 

Si a, 3 sont les polaires de A, B par rapport à (Q), leur intersection I est 
conjuguée de ces deux bipoints par rapport à (Q); donc la polaire de l'est le 
cercle (AB). I’ s'appelle le pôle du cercle (AB). 

Si A décrit un cercle, sa polaire passe constamment par le pôle de ce cercle. 

La théorie des polaires réciproques peut être faite comme en géométrie 
euclidienne élémentaire. Supposons que A décrive une courbe (S) du champ. 
Appelons polaire réciproque de (S) par rapport à (Q) l'enveloppe (=) des polaires x 
de A par rapport à cette quartique bicirculaire (Q). Le bipoint caractéristique T 
de x est la limite de l'intersection F de x avec la polaire 3 d’un bipoint B de(s) 
lorsque B tend vers A. La polaire de I est le cercle (AB), et devient à la limite 
le cercle + du champ, tangent a(S) en A; le pole de = est T. Donc a polaire 
réciproque de (S) par rapport à (Q) est également le lieu des pôles des cercles du 
champ qui sont tangents à (S). 


THÉORÈME. — La polaire réciproque d’une quartique bicirculaire est une 
quartique bicirculaire. 


En effet les bipoints d’intersection de cette polaire réciproque avec un cercle y 
du champ sont les pôles des cercles tangents à la quartique et passant par le 
pôle de y; ils sont donc au nombre de deux. Si cette polaire réciproque est 
p-circulaire et de degré a, on a donc 227 — 2p —4, avec n22p, c'est-à-dire 
2un<4; les trois solutions sont bienn—4,; p=2; n=3;p—1"ou nr 2) 
p =o, les deux dernières, conique et cubique circulaire, étant des dégénéres- 
cences de la première. 


28. Les propriétés mises en évidence montrent que les bipoints, les cercles 
et les quartiques bicirculaires d’un champ cocyclique se comportent comme les 
points, les droites, et les coniques du plan euclidien; ce fait correspond à une 
réalité profonde. Rapportons le plan anallagmatique à un tétracercle rectangle, 
dont l’un des cercles soit le cercle de base du champ cocyclique considéré; 
désignons par &,, &,, &,, @, ces quatre cercles, w, étant le cercle de base. Les 
coordonnées tétracycliques x; d’un point M sont proportionnelles aux quatre 
distances anallagmatiques Mw,, et telles que 


De LS LS PE 0: 


L'inversion par rapport à w, change x,, æ,, x,. æ, en 2.x,, As, Ax,, — Aa, de 
sorte qu'un bipoint du champ est représenté parr,, æ,,æ,, +7 Ve +r, +; 
un bipoint peut donc être simplement représenté par trois coordonnéesx,, ®,, £4. 
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Les cercles et quartiques bicirculaires sont définis par des équations homogènes 
en Ti, Le, dy, L,, respectivement du premier et du second degré; s'ils 
appartiennent au champ, ces équations sont paires par rapport à æ,, donc 
respectivement de Ja forme 


aA 


Oy oe RY Oy Pi OREO ER = À) 


cette derniére s écrit encore 


à =: ” a 
N CELL p— Ay, N D; = N D'or Oo. 
acd aed aed 


Kk pa hy RT 


5 
) Or, dans le plan euclidien, de coordonnées cartésiennes homogènes, ces 
équations sont celles des droites et coniques. On voit ainsi que toutes les 
propriétés des points, droites et coniques du plan euclidien, ont leurs analogues 
pour les bipoints, cercles et quartiques bicirculaires d’un champ cocyclique; 
en particulier, les théorèmes de Poncelet. 

Au lieu de considérer x,, x,, 2, comme les coordonnées homogènes d'un 
point du plan, on peut les considérer comme les paramètres directeurs d’une 
droite de l’espace ordinaire, issue de l’origine O des coordonnées cartésiennes 


rectangulaires ('). (14) représente alors un plan passant par O, avec Y'a = 
isl} 


si les a; sont les cosinus des angles du cercle représenté avec les cercles du 
tétracercle (a; —o); le cosinus de l’angle de deux cercles du champ, de 


coordonnées a; et b; est alors D. a;b;; cet angle est donc égal à celui des deux 
iw 

plans représentatifs, et leur distance anallagmatique vaut ¢ fois le sinus de cet 
angle. Les considérations de valeurs extrémales qui permettent de définir les 
autres distances anallaginatiques montrent ensuite que la distance d’un bipoint 
et d’un cercle du champ vaut # fois le sinus de l’angle des droite et plan 
représentatifs, et que celle des deux bipoints vaut ¢ fois le sinus de l’angle des 
droites correspondantes. 

Suivant que w, estimaginaire ou réel, x, ou l’une des trois autres coordonnées 
est imaginaire pur, si l’on suppose que trois des cercles du tétracercle de 
référence sont réels. Suivant la nature de la base du champ, les droites repre- 
sentatives des bipoints de ce champ sont donc réelles ou imaginaires. Nous 


(') Ce n’est rien autre que la correspondance classique entre le plan cayleyen et la représentalion 
conforme plane de la géométrie sphérique. 
3 à 
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n'insisterons pas sur cette représentation qui nous ramène aux géométries non 
euclidiennes, alors que le but de ce travail est justement d'en faire abstraction. 
Signalons seulement qu’elle éclaire encore les théorèmes qui vont suivre. 


29. Nous terminerons ce chapitre par la détermination de deux lieux 
géométriques simples. Voici le premier. 


Tuéorème. — Dans un champ cocyclique, le lieu des bipoints situés à une 
distance donnée d’un bipoint donné est un couple de cercles, inverses par rapport 
à la base du champ, et orthogonaux aux cercles issus du bipoint donné. 


C'est un résultat connu en géométrie non euclidienne que le lieu des points 
situés à une distance donnée d’un point donné est un cercle; ces lieux sont les 
cercles non euclidiens. Dans notre énoncé, le lieu se compose d’un tel cercle 
et de son inverse par rapport à la base du champ, grâce aux observations faites 
au paragraphe 22. Voici d’ailleurs une démonstration. Soient (AA) et & le 
bipoint et la distance donnés. Une inversion de pole A’ permet de supposer 
qu'il s’agit d’un bipoint (Aco); la base du champ est alors un cercle w de 
centre A et de rayon r, réel ou imaginaire pur. Les cercles du champ passant 
par (A+) sont les rayons de w, et les bipoints du champ sont les bipoints (MM) 


situés sur ces rayons, et tels que AM. AM'— 7°. D'autre part, on sait que 


Te TS TRS TLR? 27 AD 2r.AM 
k= (Aco) (MM!) == oy VAMIAM =) OS oe 


Sir est réel, le lieu n’est réel que si 4 est réel, et l’on peut admettre que Àl est 
extérieur à ©. Si r est imaginaire pur, il doit en être de même pour #, de sorte 
qu'on peut toujours mettre l’équation du lieu réel sous la forme 


KAM — 72) — or. AM — 0. 


La racine positive est 
AM — 4 G+Vi+ he), 


donc le lieu de M est un cercle de centre A; celui de M’ est le cercle inverse par 
rapport à ©. Dans le cas général, A et A’ sont inverses par rapport aux deux 
cercles du lieu. (AA‘) est le bicentre du lieu, et les cercles issus de (AA’) sont 
les rayons de ce lieu. Les cercles géodésiques, ou cercles du champ, sont les 
lieux d’égale distance tels que / == + 7, puisqu'ils sont tels que AM +r—0 
lorsqu'on a rejeté A’ à l'infini. 


30. La relation entre la mesure euclidienne de l'arc d'un cercle et l'angle au 
centre a son equivalent infinitésimal anallagmatique dans le théorème suivant : 


4 


Se 
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THÉORÈME. — Sur un lieu d’égale distance AM—k, de bicentre A, le 


1 


MM 
| 2apport ————— tend vers k lorsque M, tend vers M. 


(AM) (AM) 


On peut toujours supposer que A est de la forme (A « ); les rayons (AM) et 


| (AM, ) sont alors deux droites AMM’, AM,M;, dont nous désignons l'angle 


infinitésimal par 8. AM et AM' ont les longueurs 7(vite+1), de sorte 


| que MM’ = =. Il vient donc 


MM; 
MM, |— —: 
MM 


VMM,.MM; — = MM, VAM.AM sin fy 


avec 
MM, —AM + AM’ — 2AM.AM' cos 
met 2 te ak 
D À (2 + k?— k? cos 0) = re 1+ ksin? 2), 


/ 


et, par suite, compte tenu de ce que MM, et # sont simultanément réels ou 
imaginaires purs, | 


MM, = 24 sin 24/1 + sin 2. 


La propriété annoncée en découle immédiatement. 
Observons qu'avec la mesure cayleyienne, on aurait posé, dans le plan 
hyperbolique, 
oh, MM, — SbL, 
et l’on aurait eu 
LOSC NM) aes 
A DÉS AT ia — 40h71. 
Ce n’est qu'avec notre définition de la distance que cette propriété fonda- 
mentale du cercle se retrouve chez les lieux d’égale distance anallagmatique. 


31. Le théorème suivant n’a pas d’équivalent simple dans la géométrie non 
euclidienne classique. 


Tutortme. — Dans un champ cocyclique, le lieu des bipoints dont le rapport 
des distances à deux bipoints donnés est constant est une quartique bicirculaire, 
pouvant se réduire à une cubique circulaire ou à une conique. 


Soient r et O le rayon et le centre du cercle de base w. [résulte de (6) et (7; I) 


que l'équation DRM = k du lieu cherché (Q) s'écrit encore 
ALS M =k AR = const. = mn 
BM.BM BB er 
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k étant la constante donnée, nécessairement positive si le lieu (Q) est réel. 
(Q) est done le lieu des points communs aux cercles des deux faisceaux 


AM _ AM _m 
(15) S BM’ BM à 


quand le paramètre À varie. Les cercles du premier faisceau passent par les 
foyers F, G du bipoint (AB), et ceux du deuxième par les foyers F', G' de (A’B’). 
Les points de rencontre M, M, des deux cercles (15) sont inverses par rapport 
au cercle fixe e—(ABA'B'), orthogonal aux deux faisceaux. (Q) est donc 
l'enveloppe du cercle orthogonal à € et centré au point caractéristique de la 
médiatrice de (MM,). Les centres des deux cercles (15) se correspondent 
homographiquement sur les lignes des centres des deux faisceaux, donc cette 
médiatrice, qui les joint, enveloppe une conique (6). Par conséquent, (Q) est 
une quartique bicirculaire de cercle directeur « et de déférente (&). 

Les axes des deux faisceaux de cercles (15) sont AB et A’B’, et (&) leur est 
tangente. En permutant B et B’ dans (15), on voit que le quadrilatére ABA’B’ 
est inscrit dans le cercle € et circonscrit à (&). On peut le déformer de manière 
continue en conservant ces deux propriétés; à chaque nouveau quadri- 
latère A,B,A‘ Bi, et à une valeur associée m, du paramètre m, correspond une 
quartique (Q,) de cercle directeur ¢ et de déférente (&, ), inscrite, comme (6), 
dans A,B,A,B,;; il suffit de choisir m, de manière que (&) et (&,) aient une 
cinquième tangente commune pour que ces deux coniques, donc (Q) et (Q,), 
coincident. Observons encore que le cercle w,, orthogonal à €, et centré au 
point de rencontre de A, A;, B,B;, doit être un cercle directeur de (Q), puisque 
l’inversion par rapport à w, conserve ces deux bipoints; par continuité, w, n’est 
rien autre que w, de sorte que les deux bipoints variables (A,A;), (B,B;)ne 
cessent pas d’appartenir au champ cocyclique considéré. 

D'une manière plus complète, nous avons ainsi démontré que le lieu d’égal 
rapport des distances à deux bipoints est une quartique bicirculaire dont une 
déférente et le cercle directeur associé sont liés par un quadrilatère de Poncelet, de 
sorte que ce lieu peut étre défint à l’aide d’une tnfinité de couples de bipoints du 
champ, en associant à chaque couple un rapport k convenable (*). 


CHAPITRE IV. 


RELATIONS MÉTRIQUES DANS LE TRICERCLE. 


32. Étant donné un champ cocyclique plan &, dans lequel nous continuons 
à nous placer, appelons tricercle la figure formée par trois cercles de &, sécants 
a en CRD PR ee mens ITR TENTE 

() Le lieu dégal rapport des distances à deux cercles de l'espace est une cyclide jouissant de 
propriétés analogues. Cf. R. LaGranGe, Sur le théorème de Poncelet et Sur le théorème de Pon- 
celel et une classe de cyclides (C. R. Acad. Sc., t. 196, pp. 319 et 663). 
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| deux à deux et non concourants, ou, ce qui est équivalent, par les cercles 
| joignant trois bipoints de &, non cocycliques dans leur ensemble. Appelons 

| sommets du tricercle les trois bipoints d’intersection A=(AA’), B= (BB’) 
| F = (CC) et côtés les trois cercles «à —(BT), = (LA), Y—(AB} 


, 


Fig. 2. 


* Il est commode d'isoler sur cette figure des triangles circulaires dont les 

sommets soient trois points appartenant aux trois bipoints, chacun à chacun, 
| et dont les côtés soient trois arcs des cercles, joignant ces trois points sans 
| traverser les trois autres éléments des bipoints. On constate alors que ces 

triangles sont au nombre de huit ou deux suivant que & est riemannien ou 
lobatchewskien. Sur notre figure, par exemple, la région du plan extérieure 
aux trois cercles constitue un tel triangle. Cette observation va nous permettre 
i d’affecter d’un signe tous les arcs des côtés d'un tricercle. Considérons par 
exemple le triangle ABC, et parcourons ses côtés dans le sens ABC; nous 


| définissons ainsi trois sens de parcours sur les trois cercles. Sur le côté AB, 
ES 
/ on constate qu'on se trouve à l’intérieur de l’arc AA’ qui correspond au sens 
ESS 
| de parcours, et à l'extérieur de l'arc BB’ correspondant au même sens. 


TRES 
| Lorsqu'on traverse B pour passer sur l’arc BA’, on se trouve à l’intérieur des 
. , re <> 5 »* Ra 
| deux arcs AA’, BB’; puis, sur l’arc A’B’, à l'extérieur de AA’ et à l’intérieur 
SES Re oS PTS 


Zo re , 
| de BB’, et ainsi de suite. Les quatre arcs AB, BA’, A’B’, B'A de y sont ainsi 
| affectés des signes marqués sur la figure, si l’on a convenu de choisir le signe — 
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lorsqu'on se trouve à l’intérieur de l’un des ares AA, BB’ définis par le sens de: 
parcours, et à l’extérieur de l’autre, et le signe + dans le cas contraire. Le 
sens de parcours défini sur « par le triangle orienté ABC Fr ensuite 


d’affecter d’un signe les quatre arcs de ce côté a; et enfin, le sens CA permet 
la même opération sur le cercle $. 

Ces signes ne dépendent pas du sens de parcours choisi sur le triangle ABC; 
ils ne dépendent que du triangle initial choisi, les trois côtés de ce triangle 
étant affectés du signe —; il en est de même pour le triangle formé par les trois 
autres éléments des bipoints, qu’on peut appeler opposé au premier. Deux 
triangles opposés ont d'ailleurs les côtés homologues affectés des mêmes 
signes, et le produit des signes des trois côtés d’un triangle équivaut toujours au 
signe —. 

Ces considérations vont nous permettre d’affecter d’un nouveau signe la 
distance d’un point à un sommet d'un tricercle, sur les côtés de ce tricercle. 
M désignant un point de «, nous conviendrons de poser, par exemple, 


M(BB) =+|M(BB’)|, 


où le signe — est adopté lorsque M est sur l’arc BB’ défini par le sens de 
parcours choisi, et le signe + dans le cas contraire. Le rapport 


M(BB’) 
M (CC) 


est alors affecté du même signe que l'arc sur lequel se trouve le point M. 
Si (MM’) désigne un bipoint du champ, situé sur a, M et M’ sont sur deux arcs 
confondus ou opposés de a, donc de méme signe, et l’on a, grace au 
théorème IJ (7; III), 


M(BB) _ M(BB) 
M(CC)  M'(CC') 


Enfin, en se rappelant (6; III), il est commode d’affecter d’un signe 


le rapport positif Sn CC: en posant 
” oe Be M(BB) _ MB). 
(MM') (CC) M(CC)  M'(CC') 


33. Relations entre les côtés et les angles d'un tricercle. — La longueur d’un: 
côté (BI) est, par définition, la distance |BT' |. On sait que l’on a alors, grace 
a (12; If), 

LAB ae 
APE Cum 


sina, Y 


RS ES ee ee 


_—— 
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En désignant ek a, Ve c les longueurs | BI'|, Pal, |AB| des trois côtés du 
red 
tricercle, et par A, B, ( les trois angles 8, y, y, a, «, a on a donc les relations 
a b c < 


sin À sin B sin C 


| qui traduisent de manière uniforme, dans notre métrique, les relations 


classiques des géométries riemannienne et lobatchewskienne, qui ont, suivant 


| le cas, la forme de rapports de deux sinus, ou d’un sinus hyperbolique et 


d’un sinus ('). 


34. Cercle transversal. — Coupons le tricercle ABT par un cercle à du même 


| champ 6, et soient A= (DD’), E= (EE’), ® = (FF’) ses bipoints d’intersection 


avec a, 8, y. A et A sont sur un même cercle +, et il résulte de (10; IIT) que 


D(BB) _ D(BB) _, DB sin. 
PEED ADIGE). © patie à 

on a de méme = 
E(CC) _ ECC) _. Ey sin€ 

SSS mm NU Ur 17 md » 

E(AA)  E'(AA) CES | 

A 


F(AA) FAX 
F(BB)  F(BB 


— 


> 
z. 
= 
œ 


Par multiplication membre à membre, on établit, pour trois points 
quelconques D, E, F des trois côtés a, B, y, l'identité 


D(BB) | E(CC’) | F(AA’) m4 BE x Ey 


D) DC)  Etaa) F(BB) . Dy  Ea” FS 


i, le deuxième membre ne dépend en outre que de à, et non des trois 
points choisis parmi les trois bipoints A, E, ®. L’invariance anallagmatique 
absolue du second membre permet de rendre Ô rectiligne; les six points D, D’, 
E, E’, F, F' étant alors alignés, on a 


Dé y. Fa E.DE- FEES : ED-FD' 2 Dr Dy 


Dy “Ea F8 DF.DF ~ ED.ED © FEFE  DEEFFD 
En permutant les deux trios D, E, F et D’, E’, F', ce rapport est inversé 
sans que sa valeur soit modifiée; il vaut donc + 1, et il en est de même pour la 


valeur commune de (3). 


(1) On peut encore dire que la distance de deux sommets est proportionnelle à celle des côtés 
qui les joignent au troisième sommet (formule 4; Il). 
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D'autre part, ce nombre ne peut changer quand on déforme ¢ de manière ~ 
continue, car, même lorsque à traverse un sommet tel que A, il y a un point de 
chaque bipoint E, ® qui ne traverse pas À et pour lequel aucune discontinuité 
n'apparait. Il n’y à plus qu’à se placer dans un cas particulier pour constater 
que cette valeur commune est 1, pour les “deux -formes de tricercle anal- 
lagmatiquement distinctes. Nous avons ainsi établi l’analogue du théorème de 


Ménélaüs, sous la forme 


Taéorème. — Les trois bipoints d'intersection A, E, ® d'un tricercle 
orienté ABI’, par un cercle sécant, sont tels que l'on ait 


(4) DB EL PASS 
T E F 
ou encore 
. AB ET DA) _ 
( ) AT x< EA x PB = 


Réciproquement : trous bipoints A, E, ® des trois côtés du tricercle ortenté, 
vérifiant (4'), sont sur un méme cercle. 

ll s’agit, bien entendu, de trois bipoints du champ &. Le cercle AE coupe 
alors y en ®, tel que l’on ait, grace à (4’) et (1), 


F,(AA’) _ F(AA). 
F,(BB)  F(BB’)’ 


on en déduit tout de suite 


Bac qua tie 
FB FB 


d’où résulte la coincidence de ®, et ®. 


35. Reprenons l’identité (3) relative aux pieds, sur a, %, y, de trois cercles 
sécants 9, Y, 7% passant respectivement par A, B, IT. Si 9, d, y forment un 
faisceau, la valeur absolue du second membre de (3) vaut 1, car on peut y 
remplacer D, E, F par l’un des points d’intersections de 9, 4, 7, réel ou non. 
Par le même raisonnement de continuité qu'au paragraphe précédent, et en 
étudiant un cas particulier de figure, on voit que la valeur du premier membre 
de (3) est alors — 1. On obtient ainsi l'extension du théorème de Jean de Ceva, 
sous la forme 


Téorème. — Pour que trois cercles 9, Ÿ, y menés par les sommets A, B, T d'un 
tricercle, forment un faisceau, wl faut et il suffit que leurs bipoints de 
rencontre A, E, ® avec x, B, y vérifient la relation 


ET 
EA 


(5) DE ng 
DT 
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| 
[* encore 
| 


je ROC 


| 


| , 

| La suffisance se démontre comme pour le théorème précédent. 

Les conséquences des théorèmes analogues de la géométrie euclidienne se 
retrouvent ici tout naturellement. Par exemple, si 9, Y, forment un faisceau, 


fet si o,, Ÿ,, 7, sont leurs cercles conjugués harmoniques par rapport aux 


| TRS AS j 
angles Ds ¥> Y» % a, 3, les pieds de 9,, Y., 7, sur les côtés a, B, y sont trois 
_bipoints cocycliques, et réciproquement. 


‘ ee 
36. Un cercle bissecteur 9 de 3, y est un lieu de points tels que l’on ait 


| 
EAN 
Ë update (| MA lent 
Hon son pied A= (DD’) est tel que l’on ait 
| Ses LA 
| (Dsi—|pBsinc |=) p77 =| prsink |: 


‘on en déduit que 


(8) lar |== i se 


, 


\ Appelons cercle bissecteur intérieur d’un triangle ABC, défini comme il a été 
fait au paragraphe 32, celui des deux cercles bissecteurs, issu de chaque 
sommet, pour lequel le rapport tel que (6) est du signe du côté opposé; le 
mi béssecteur extérieur correspond à l’autre signe. 

| Il résulte de la remarque faite sur les produits des signes des trois côtés que 
les trois cercles bissecteurs intérieurs forment un faisceau, ainsi que 
l’ensemble de deux bissecteurs extérieurs et d’un bissecteur intérieur; de 
iméme, les pieds des trois bissecteurs extérieurs, ou de deux bissecteurs 
intérieurs et du bissecteur extérieur du troisième angle sont trois bipoints 
cocycliques. Les trois bissecteurs intérieurs sont d’ailleurs concourants, comme 
le montre la figure où deux des côtés du tricercle sont rectilignes. 


Appelons milieu du côté BC du triangle ABC le bipoint A — ( DD’) tel que 


A . PRES 
= sen côté BC, 


om) 


AB|  D(BB) 
Lar |= ier, 
et appelons cercle médian intérieur le cercle (AA). Les trois cercles médians 
intérieurs forment un faisceau, et sont méme concourants. On peut compléter 
ce résultat à l’aide des cercles médians extérieurs, définis en changeant le signe 
de (7). D'ailleurs en géométrie riemannienne, un cercle médian (ou bissec- 
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teur) extérieur d’un triangle est intérieur pour un autre triangle du même 
tricercle. Tous les résultats de ce paragraphe sont ainsi inclus dans le 


Tutorime. — Les trous cercles bissecteurs (médians) intérieurs d’un triangle 
cyclique concourent. Les pieds des trois cercles bissecteurs (médians) extérieurs 
sont cocycliques. 


En géométrie lobatchewskienne, il faut compléter en distinguant les cas de 
deux cercles médians intérieurs (extérieurs) associés avec un cercle médian 
extérieur (intérieur); les propriétés sont les mêmes que pour les cercles 
bissecteurs. ; 


37. Cercles médiateurs. — Appelons médiateur du côté BF le lieu des bipoints 
équidistants des deux sommets B et I’. Ce lieu se compose de deux cercles 
orthogonaux au cercle a. En effet, on sait qu'il revient au même de chercher le 
lieu des points équidistants. Soit alors x et v les cercles orthogonaux à « en B 
et I’, respectivement. Nous avons vu au paragraphe 4 que 


2 


MB —Ma + My ; 


on a de même 


2 


MT = Me M» ; 


donc le médiateur de BF est le lieu des points M pour lesquels 


(8) Mp==+ Mr. 


Il se compose effectivement des deux cercles bissecteurs de l’angle or ces 
deux cercles sont orthogonaux a «, comme le sont pu et v. On peut encore dire 
que les deux cercles médiateurs du côté BY sont les cercles orthogonaux à ce côté 
2n l’un des bipoints A qui partage ce côté dans le rapport 


[ar | SS 

Le bipoint d’intersection de deux médiateurs orthogonaux à deux côtés 
différents est équidistant des trois sommets du tricercle; il y a ainsi quatre 
bipoints du champ qui sont équidistants de ces trois sommets. Les six cercles 
médiateurs forment, trois a trois, quatre faisceaux. 

Si le tricercle est riemannien, on peut le supposer sphérique et formé 
par trois grands cercles; les cercles médiateurs sont alors les grands cercles 
orthogonaux au milieu (') des arcs des huit triangles, et les quatre bipoints 
d’intersection sont réels. 


Pour un tricercle lobatchewskien, on peut supposer que A’ est à l'infini, 
A étant alors à l’extérieur du cercle «. 


(1) Ceci résulte immédiatement de la note de la page 25. 


= 
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Posons AB—D,AB'—6, AC=c, AC'—c', de sorte que bb’ = cc! =k. 
Les abscisses, sur l’axe AB = Az, d'un bipoint médian de (Ac) (BB), sont 
)| donnés par |’équation 


(2 — 6) (a2 — W') = + (b'— b)z, 
ou 
z—[b+bh'4(b—}b')]x+bb'=0. 


C: 


Fig. 3. 


! Une seule de ces deux équations a des racines réelles, donc chaque côté d’un 
triangle de cette espèce n’a qu'un bipoint médian réel; un tel triangle 
1 n’admet donc qu’un ou zéro bipoint réel équidistant de ses trois sommets (‘). 
Le calcul montre d’ailleurs que les deux cas peuvent se présenter, suivant le 
signe + ou — de 


| où, comme dans la figure 3, b'> b etc’ > c. Effectivement, quand 0’ et c’ 
augmentent indéfiniment, cette expression devient du signe de sa partie 


| nz 
principale a donc positive, alors que le triangle ABC se rapproche de la 


| forme rectiligne. 


38. Hauteurs d'un tricercle. — Ce sont les cercles passant par un sommet 


| 
| a 
| et orthogonaux au côté opposé. Par A il passe une seule hauteur, sauf 


LAN aS = ; 
i si ARC Pa le = dans quel cas tous les cercles issus de A sont orthogonaux 


| tricercle est riemannien. Si les trois angles du tricercle sont droits, tout 
cercle passant par un sommet est hauteur. 

Dans le cas général, il n’y a que trois hauteurs. Il est aisé de voir qu'elles 
font partie d’un même faisceau, de sorte qu'un tricercle a un bipornt orthocentre, 


| à a. Dans ce cas, A et A’ sont d’ailleurs conjugués par rapport a a, et le 


(1) I y a tout de même quatre lieux d’équidistance, réels. passant par les trois sommets; ils sont 
formés, sur la figure 3, d’une droite associée à un cercle, tels que BC’ et (ABC). 
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ou orthobicentre, mais réel ou non. Il est toujours réel pour un triangle 
riemannien, anallagmatiquement équivalent à un triangle sphérique. 

Pour démontrer l'existence de cet orthobipoint, supposons encore A’ à 
l'infini et reprenons la figure 3. Soit I le centre de «. La hauteur issue de (BB') 
est le cercle passant par (BB’) et centré sur 8; son centre J est done 
l'intersection de 3 avec la perpendiculaire abaissée de I sur y; de même, le 
centre K de la hauteur qui passe par (CC’) est l'intersection de y avec la 
perpendiculaire abaissée de I sur 8. La troisième hauteur est la droite AI. On est 
conduit à montrer que AI est l'axe radical des deux premières hauteurs; 
A appartient a priori à cet axe, et ilsuffit de montrer que AI est perpendiculaire 
à la ligne des centres IJ; or c’est évident, puisque IJ et IK sont deux hauteurs 
du triangle rectiligne AJK. Il est clair que Ja position de A par rapport à « 
n’interviendrait que pour discuter la réalité de cet orthobicentre. Donnons 
seulement le résultat de cette discussion, qui n’est nécessaire que lorsque 
A est extérieur à a, et dont le calcul est élémentaire. En posant AB = ke“, 
AB’ = ke“, AC = ke, AC’ = ke’, les éléments de l’orthobicentre, rapportés 
aux axes Az = ABB’ et Ay = ACC’, ont les coordonnées 


/\ A 
poche en eye = p( cho chu cos’), 
avec 
+ MA 
sin? A 


/\ 
cos À 


A A 
(chu + che — 2chu checos À )ptsin®A — 2kchuche p + k£— 0. 


La réalité de dépend du signe de 


Lang A — ——_ — —— + cos 
2 ch?u ch? chu chy 2 


TN 
qui est positif si A est suffisamment voisin de Le et négatif dans le cas contraire. 


39. On peut établir, entre les longueurs des côtés et des hauteurs, et les 
angles, des relations analogues à celles des triangles rectilignes euclidiens. 
Désignons par a, b, c les longueurs absolues des trois côtés | Bj, l'A, AB, 
et par A, h’, h" celles des trois hauteurs|A~|,|B3|, [Ty]. On sait que l’on 


ON AN 
a= Oo sin C—csin.B, donc 
(9) ah = ab eae AB DA 
l'égalité avec le dernier rapport résultant de (2). Ona de mème 
bh'= besinA, 
donc les trois hauteurs sont telles que 


(10) ah = bh'=ch"= bcsinA. 
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LA REPRÉSENTATION CONFORME | 


AU VOISINAGE DE LA FRONTIÈRE 


Par M'e Jacouetine FERRAND. 


Introduction. 


| 


Il ne saurait être question ici de faire un historique complet de la théorie 
de la représentation conforme, qui a vu le jour dans les travaux de Riemann, 
Poincaré, Schwarz, Koebe, Hilbert, pour ne citer que les plus illustres. Nous 
cr. seulement montrer l'intérêt qu’ont suscité, au cours de ces dernières 
lannées, les questions dont nous allons nous occuper. Il s’agira uniquement ici 
ide la représentation conforme d’un domaine simplement connexe A décrit par 
la variable € =£-+ cy sur l’intérieur du cercle ( : |s|<1 [ou sur le demi-plan 
‘droit : x >o] décrit par la variable z—x+1y, et du comportement de la 
os représentative C= f(z) au voisinage de la circonférence K : |z|=1 


f 


tou de l’axe y'y:æ—o]. Les premiers résultats dans cette voie, lorsque la 
frontière de A n’est pas un arc analytique, sont dus à Painlevé (1891), Korn, 
‘Lichtenstein. 

| Dans un Mémoire paru en 1913, M. Carathéodory *[1], précédé, il est vrai, 
par MM. Schmidt, Scheenflies, Study, renouvelait la théorie en introduisant 
la notion de « bout premier » (Primende) élargissant celle de point-frontiére 
(pour un domaine qui n’est pas limité par un arc de Jordan; il y a alors corres- 
Bendance biunivoque entre les points a de la circonférence K [ou de l’axe y‘y | 
et les bouts premiers E de la frontière T de A, un bout premier E(a) étant 
défini au fond par ses voisinages topologiques, images des voisinages de a 
dans C. Quelques années plus tard M. E. Lindelôf [1] précisait les résultats de 
M. Carathéodory, montrant, entre autres, que l’ensemble des points « prin- 
4 
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cipaux » d’un bout premier E(a) coincidait avec l’ensemble des limites de la 
fonction f(z) lorsque 3 > a dans un angle d’approximation. Peu après parais- 
sait un important Mémoire de M. Montel *[4] sur la représentation conforme : 
Tandis que la méthode ingénieuse, mais assez longue de M. Lindelôf devait 
conduire plus tard à la théorie moderne de la mesure conforme, systématisée | 
par MM. Carleman, Nevanlinna et Ostrowski, celle de M. Montel, grâce à le 
notion de famille normale qu’il venait d’introduire, se révélait plus simple 
pour l’étude des propriétés angulaires de la fonction f(z) et surtout ne | 
mettait une démonstration élégante et directe du théorème d’existence de ‘| 


représentation. | 
Jusqu'à ce moment-là les résultats obtenus étaient surtout qualitatifs. Le | 

problème fondamental qui se posait alors était le comportement de Îa| 

dérivée f’(z), et tout d’abord les conditions d'existence d’une limite de f”(z) 

(dérivée angulaire) coincidant, comme l’a montré M. Valiron (‘), avec la limite 

cz z)— «a 
VA — 


( : à, à 
———— [si f(z) > « lorsque 3 + a angulairement]. Les travaux de 


. 


du rappor 


M. Julia (*) et de M. Denjoy (*), sur les fonctions holomorphes dans C satis- 
faisant à | f(z)|<1, ont conduit simultanément MM. Valiron (*) et Cara- 
théodory (*) au théorème suivant : 7 suffit pour l'existence d’une dérivée angu- 
laire au point z =a correspondant à © — « que la frontière T de A soit comprise 
entre deux cercles tangents en a. Dans un autre article (*), M. Valiron 
montrait qu’on pouvait remplacer les deux cercles par des courbes F,, I’, ayant 
au point « un contact d’ordre nul, résultat dépassant celui de MM. Bessonofi 
et Lavrentieff (‘) utilisant des courbes ayant un contact d'ordre quelconque, 
mais positif. Tous ces critères, comme celui pourtant plus large de M. Wolff (’}, 
étaient déjà contenus dans celui de M. Ahlfors *[1], conséquence de deux inéga- 
lités d’une signification très profonde qui donnaient en outre, pour la première | 
fois, des conditions nécessaires rejoignant à peu près les conditions suffisantes 
pour des domaines à frontière suffisamment régulière. . 
Pendant que MM. Wolff, Visser, Warschawski, Van der Corput continuaient 
a travailler dans cette direction sans améliorer sensiblement les critéres de 
M. Ahlfors (voir à ce sujet l'étude intéressante de M. B. Grootenboer *[1]), | 
M. Ostrowski *[1] engageait la théorie dans une voie nouvelle en dissociant la 
semi-conformité (Winkelproportionalitat) de la conformité de la représentation 
(existence d’une dérivée angulaire), et donnant, pour la semi-conformité, une 


(1) G. VauIROoN, Bull. Sc. math., 2e série, t. 53, 1929, p. 70-77. 
(*) G. Junta, Acta Mathematica, 1. 42, 1920, p. 349-355. 
(°) A. Denoy, C. R. Acad. Sc., t. 188, 1929, p. 139 et 1084. 
(4) C. CaraTHÉODORY, Sitz. Ber. der Akad., zu Berlin, 1929, p. 39-54. 
(*) G. Vatinon, Bull. Sc. math., 2° série, t. 56, 1932, p. 208-212. 
(oye be eae et M. LavagntigFr, Bulletin de la Société mathématique de France, t. 88, 1930, 
p. 175-198. ; \ 
(7) J. Wozrr, C. R. Acad. Sc., t. 191, 1930, p. 921. 
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condition géométrique nécessaire et suffisante. Dans cette étude les notions 
de « mesure conforme », de « noyau » et de « plis » se révélèrent efficaces. 
Ce sont ces méthodes que nous avons essayé d'étendre (Chap. III et IV). 
| Restait le problème global du comportement de f(z) sur la frontière. On 

connaissait déjà quelques résultats de M. Weniaminoff (‘), mais qui, fondés 
‘sur la notion de courbe rectifiable, ne pouvaient s'appliquer qu’à des domaines 
assez particuliers. Il revient à M. Denjoy *[1, 2, 3] d’avoir montré, tout récem- 
ment, que, dans le cas le plus général, en négligeant sur la circonférence K un 
ensemble de points a de mesure linéaire nulle, on a en tout autre point, lorsque 


| d’où résulte que f(z) 


I 
Na une limite unique «. M. Wolff (?) reprenait immédiatement ces résultats pour 
‘en simplifier la démonstration, et ce sont ces travaux qui nous ont servi de point 
4 de départ dans les Chapitres I et II. 

C’est en effet par ce dernier problème, à cause de la simplicité des méthodes 
jet des résultats, que nous commençons cet exposé. Nous avons pu donner du 
Athéorème de M. Denjoy un énoncé valable quelle que soit la façon dont le point z 
)s’approche de la circonférence, une démonstration nécessitant le minimum 
/@hypothéses sur la fonction f(z) et plusieurs sortes de généralisations : tous 
‘ces résultats se rattachent très simplement, par l'intermédiaire d’un lemme de 
MM. Cartan et Ahlfors, à la limitation de l’aire décrite par le point repré- 
\ sentatif C=/(s), cette aire pouvant être affectée d’un coefficient de densité 
Avariable. Ils ne sont donc pas limités aux fonctions univalentes, et nous avons 
jtenu à leur conserver toute leur généralité. Aussi le premier chapitre est-il 
( consacré aux fonctions holomorphes définies dans le cercle C : |z|<1, ou, 
|si l’on préfère, dans une couronne circulaire r,<| |< 1, puisque nous nous 
rs uniquement à ce qui se passe au voisinage de la circonfé- 


13— a dans un angle d’approximation, f(z) =o | 


§rence K:|/z|= 1. 

_ Dans la suite, pour plus de commodité, la fonction /(s) est supposée définie 
dans le demi-plan droit D : x > 0, ou seulement dans la bande x,2x > 0. 

| Le deuxième chapitre contient plus particulièrement les applications à la 
représentation conforme des théorèmes démontrés au premier. L’univalence 
jde la fonction f(z) permet en effet, par application du théorème de Keebe, de 
sles préciser en les simplifiant. On verra comment la seule notion d’aire décrite 
jpermet de démontrer, outre la limitation globale de la dérivée trouvée par 
IM. Denjoy, des propriétés purement topologiques de la représentation, en 
‘particulier sur l'accessibilité, et de retrouver les résultats locaux de 
MM. Carathéodory et Lindelôf en introduisant un point de vue métrique plus 


\précis. La méthode suivie permet d'étudier l'ensemble limite des valeurs 


EE 
| 
| (1) Wenraminorr, C. R. Acad. Sc., t. 180, 1925, p. 114 et gor. 
(2) J. Wourr, C. R. Acad. Sc., 1. 213, 1941, p. 158. 
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de f(z) lorsque z tend vers un point a —it de l'axe y’y dans un domaine 
intérieur à D limité par une courbe de forme donnée, et de préciser la rareté 
des points a pour lesquels cet ensemble ne se réduit pas à un point «. Nous 
généralisons ainsi un résultat de M. Wolff relatif au cas où cette courbe est un 
cercle. tangent à y'y. Nous terminons en discutant la signification géométrique 
des résultats obtenus. 

Les troisième et quatrième chapitres procèdent d'un point de vue assez 
différent. Nous nous plaçons cette fois au voisinage d’un point accessible a | 
donné de la frontière L de A, que nous envoyons à l'infini ainsi que son corres- 
pondant a par deux transformations homographiques sur les variables © et z. 
Nous cherchons d’abord (Chap. II) des conditions géométriques suffisantes | 
pour que f(z) ait pour limite unique « — lorsque 3 tend vers a — > sur une | 
courbe ayant à l'infini avec l'axe yy un contact d'ordre donné. Cette étude ne 
nous semble pas avoir été faite jusqu'ici. Elle nous a été suggérée par les 
travaux de M. Denjoy (‘) sur l’itération des fonctions analytiques dans un 
domaine A, -dont les valeurs tombent dans A. Mais, avant de l’exposer, nous | 
rappelons les définitions et les méthodes de M. Ostrowski dont nous avons | 
besoin, en particulier la mesure conforme; nous les appliquons a la démons- 
tration d’un lemme fort simple qui donne une limitation inattendue de l’argu- | 
ment de z lorsque € > + dans un angle d’approximation intérieur à A; nous 
donnons enfin une nouvelle démonstration, basée sur les méthodes de 
M. Montel, du théoréme de M. Ostrowski sur la semi-conformité. 

Au Chapitre IV, nous commençons par rappeler les résultats de M. Ahlfors; 
puis nous montrons comment les propriétés de f(z) trouvées au Chapitre II | 


ft) 


permettent de représenter la fonction log— par une intégrale de Poisson. 


Nous abordons alors le problème des conditions géométriques que doit | 
remplir A pour que Il& fonction f(z) possède une dérivée angulaire à | 


a 


l'infinise—= lim 
>, Ares | CEE 
Les résultats de M. Ostrowski sur la semi-conformité nous suggèrent l’idée 
que, pour la conformité aussi, les conditions se partagent en deux groupes : 
d'une part la frontière F de A ne doit pas pénétrer trop profondément dans le 
demi-plan droit (£ > 0); d’autre part [ doit posséder une double infinité de 
points %, ©, s’étendant à l'infini dans les deux directions de l’axe imagi- 
naire € — 0, assez voisins de cet axe et suffisamment denses sur lr. Aussi nous 
étudions d’abord les deux cas particuliers : 


I. A est contenu dans le demi-plan £ > 0 : seules interviendront les condi- 
tions du premier groupe. 


(1) A. Densoy, C. À. Acad. Sc., t. 182, 1926, p. 42. 
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II. A contient le demi-plan £ > o : seules interviendront les conditions du 
deuxième groupe. 


Dans le premier cas nous trouvons des conditions suffisantes moins restric- 
tives que celles de M. Ahlfors, même élargies par M. Grootenboer; elles 
rejoignent les conditions nécessaires établies dans un cas particulier par 
M. Ahlfors. 

Dans le deuxième cas nous avons réussi à montrer que l'existence d’une 
double infinité de points %,, €,, convenablement répartis sur I’, et tels que la 
ligne brisée qui les joint limite un domaine satisfaisant aux conditions de 
M. Ahlfors était suffisante, le reste de la frontière n’étant soumis à aucune 
condition. Quelques exemples montrent le progrès ainsi réalisé. Nous 
montrons pour des domaines assez généraux que l'existence de ces suites est 
nécessaire, sauf peut-être la condition de régularité dans la répartition. 

* On obtient des conditions suffisantes pour un domaine A général en lui 
imposant de contenir un domaine du type I et d’être contenu dans un domaine 
du type II. Nous remarquons que ces conditions entrainent plus que l'existence 


, e , . . = de) . og à 
d’une dérivée angulaire : si elles sont réalisées, la fonction log fe) est à 


variation totale bornée pour 1£x<o. 

Les principaux résultats de, cette étude ont fait l’objet de Notes aux Comptes 
rendus (g juin 1941, 10 novembre 1941, 10 janvier 1942, 9 février 1942). En 
outre une cinquième Note, assez distincte, contient des applications à l’itération 
(23 juin 1941). 
~ Je dois remercier très spécialement M. Denjoy qui m'a suggéré le sujet de 
cette étude et n’a cessé de m’encourager. Qu'il veuille bien trouver ici l’expres- 
sion de ma gratitude. J’adresse ma respectueuse et profonde reconnaissance à 
M. Montel qui a bien voulu présenter mes Notes et accueillir ce Mémoire dans 
les Annales de l'École Normale Supérieure. M. Valiron m'a constamment 
témoigné une active sympathie; je l’en remercte bien vivement. Enfin je 
rappellerai ce que je dois à M. Wolff qui, malgré les difficultés de correspon- 
dance, m’a tenue au courant de ses plus récents travaux. 


N. B. — Pour éviter les répétitions, les références désignées par une * se rapportent à la liste 
suivante : 
L. AHLFORS [1], Untersuchungen zur Theorie der konformen Abbildung und der ganzen 


Funktionen (Acta Soc. Sc. Fennice, Nova series A, I, n° 9, 1930, p. 1-40). 
C. CarAT&ÉODORY [1], Ueber die Begrenzung einfach zusummenhdngender Gebiete (Math. Annalen, 
t. 63, Pk p. 323-370). 


A Dgnisoy [A], C. R. Acad. Sc., t. 212, 1g41, p. 1071. 
[2], C. À. 4 ge, Sc., t. 243, 1941, p 
[3], C. R. Acad. Sc., t. 243, 1941, p. 115. 


B. Groorensogr [1], Sur la représentation conforme des domaines simplement connexes au VOLSI- 
nage des frontières (Bull. Soc. Math. de France, t. 61, 1933, p. 128-140). 


Ge 
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E. LINDELÔF [1], Sur un principe général de l'Analyse et ses applications à la théorie de 
la représentation conforme (Acta Soc. Sc. Fennicæ, t. 46, n° 4, 1915, 
p. 1-35). 

P. MonTEL [1], Sur la représentation conforme (Journ. de Math., 7° série, t. 3, 1917, 
sp. 1-54). 


[2], Leçons sur les fonctions univalentes, Paris, Gauthier-Villars, 1933. 
R. NEVANLINNA [1], £indeulige analytische Funktionen, Berlin, Julius Springer, 1936. 
A. Ostrowski [4], Zur Randverzerrung bei honformer Abbildung (Prace Math. Fiz., t. 44, 
Varsovie, 1936, p. 371-471). 
J. WoLrr [A], /négatités remplies par les fonctions univalentes (Proceedings de |’ Académie 
d'Amsterdam, t. 44, n° 8, 1941). 


CHAPITRE I. 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS HOLOMORPHES 
DANS UNE COURONNE. 


Théorème fondamental. 


1. Nous commencerons par rappeler un lemme important dont l’idée primi- 
tive se trouve dans les travaux de MM. Boutroux, A. Bloch et H. Cartan, auquel 
M. Ahlfors a donné la forme simple et très générale que voici (‘): 


Lemme. — Étant donnés : a. dans le plan complexe un :ensemble borné 
mesurable E, et une fonction d'ensemble complètement additive ou charge u(e) 
définie sur tout sous-ensemble mesurable e de E, et bornée | u(E) < a]. 

b. Une fonction h(R) continue croissante définie pour o£R< , telle que 


h(o)=0,  k(æ)>1; 
en désignant par .(R, a) la charge portée par la partie de E contenue dans le 
cercle de centre 3 =a, de rayon R, on a, pour tout R > 0, 

p(R, a) Sh(R) x p(E), 
en tout point a du plan, excepté au plus sur un ensemble A de points a pouvant 


dtredrecouverty par une: SuitendesicerclessG iCoran pee Casa de rayons R,, 
nn Re Sete que 


DA Ra) < 6. 


A1 


2. Prenons maintenant une fonction A(R) ne satisfaisant plus nécessai- 
rement à la condition (x) 1. Soit ¢ un nombre quelconque tel que 


(1) L. Antrors, Lin Satz von H. Cartan und seine Anwendung auf die Theorie der mero- 
morphen Funktionen (Soc. sc. fennicæ Conunent. Phys. math., 8, n° 16, 1931). Voir également 
le livre de R. NEvANLINNA, “[4], p. 136. 
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0<e< h(æ). On aura l'inégalité 


LR, a) < * u(E) x h(R), 


excepté au plus pour un ensemble de points a pouvant être recouvert par une 


suite de cercles dont les rayons vérifient SAB) <aGe, 


=) 


Si nous faisons tendre < vers zéro nous obtenons le 


COROLLAIRE. — En tout point a du plan excepté au plus sur un ensemble A 
de h-mesure extérieure nulle (*) (nous conviendrons de dire : sur une h-plénitude), 
(RK, a) 
(FE) x A(R) 

général du point a. 


le rapport est borné, quel que soit R, par un nombre qui dépendra en 


Pour plus de commodité, nous remplacerons la condition h(0) = 0 par /(0) 70: 
le corollaire reste valable dans le cas A(o) > 0, si l’on convient alors que tout 
ensemble de A-mesure nulle est vide : nous ne faisons que traduire le fait 


évident qu’en tout point a le rapport ET est borné (et même inférieur à 1). 


3. Nous appliquerons ce corollaire à l'étude des fonctions holomorphes dans 
la couronne circulaire C'(r,< 13 |<{ 1). La fonction additive d'ensemble la plus 
simple que l'on puisse associer à /(z) et à un ensemble e quadratiquement 
mesurable est l’aire décrite par f(z) lorsque s décrit e | chaque valeur Cde /( = ) 
étant comptée autant de fois qu’elle est prise par /(3) en des points dee distincts 
ou confondus]. Plus généralement, désignant par S(r) l'aire décrite par /(>) 
lorsque s décrit la couronne C;(r,<|z}£r 1), nous supposerons qu’on connait 
une fonction o(r) positive et mesurable telle que l'intégrale 


(1) fetes DEN à "| pret) à gr) dt dd 


Q 


reste bornée par un nombre fixe M lorsque p - 1. (Comme c'est une fonction 
croissante de 9, il en résulte qu'elle a une limite.) 

Alors, à chaque ensemble € quadratiquement mesurable contenu dans la 
couronne fermée C;(r,<|3|<1), nous attachons la charge représentée par 


l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes 
p(e) =k o(1:) ds(r)= ff Lf’ (re) Po(r) do. 


(1) La mesure extérieure d’un ensemble A dérivant de la fonetion A(R), au seus de M. Hausdoril 


(Math. Annalen, 1. 79, 1919, p. 157) est la borne inférieure de DCR) pour tous les systèmes 


n 


aes = 2 ; ri ae , 
finis ou dénombrables de cercles Ci, C2, ..., Cu, -.., recouvrant | ensemble A. 


Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 


oy 
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s(r) étant l'aire décrite par f(z) lorsque z décrit la portion de e située dans €,, 
et dw l'élément d’aire du plan s. Sur tout ensemble e’ extérieur à la couronne C,, 


nous prendrons (6°) = 0. 


Lemme. — D'après notre corollaire : en tout point a de la circon f é- 
rence Kuig is me eæceplé au plus sur un ensemble de h-mesure nulle, fe 


rapport = By a) ) ost borné par un nombre ma). 


GE 
Ceci n'aura évidemment d’intérèt que si la totalité de K n'est pas de A-mesure 


: | ‘ : . A(R) RTE 
nulle : donc, puisque K à la dimension 1, si = reste borné inféricurement 


lorsque Rie Os 


Ve 1 - . : 
4. Soient alors : s,—=7,e"" une suite quelconque de points de la couronne C 
0 . - LA ’ 
telle que 7, -~1 lorsque n >, et a=e'’ un point non exceptionnel de K. Des 


2 , 5 
que 7, NT la fonction /(s) est holomorphe dans le cercle y, de centre 3,, 


b= Pr ‘ paw ; : ; 
de rayon “et, d'après un théorème de M. Bieberbach (vocr P. Monte *| 2], 


p.98), l'aire roi Par fx. ) lorsque 3 décrit y, est 


sf Li d'a 2/ 1 
ser D (C2) (ple 


DEN 


SP (RE 


i 


Ta) 


Nous supposerons que, dans y | pour — RAS wy EL |, le rapport ae 


reste borné inférieurement par un Hehe k>vo indépendant Nig RE 
que lorsque r—> 1, 2(r) peut, selon les cas, tendre vers zéro, ou +, ou n'avoir 
aucune limite.| La charge portée par y, est alors supérieure à ko(7,) S(s,). 
D'autre part y, est contenu dans le cercle de centre a, de rayon R = ses a |. 
h (=) 
Supposons la croissance de A(R) assez régulière pour que le rapport — hiR) reste 


borné supérieurement par un nombre #, lorsque R + o. D’après le lemme, la 
charge portée par y, est inférieure à 


3. 
DRE (el ea) Lima) x ky hs: «|; 

d'où 

(2) ho(ra)S(sn)<m(aykyh(|s,— «| ). 


Mais si l'intégrale (1) est bornée, il est possible de trouver une fonction 9, (r) 


pi(r) 


telle que lintégrale ‘fe ¢,(r)dS(r) soit aussi bornée, et que er 
ry o(r) 


lorsque r 1. 


——— 
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En effet, nous pouvons toujours supposer, en supprimant au besoin une 


partie des éléments de la suite z,, que 1— ry, < —". Alors le cercle y, est 


tout entier contenu dans la couronne Lee <r< Ones 
2 = om 2 


Sn -4—1 


> 


Posons “=f 2(r)dS(r). 


n 1 


2 


La série pas est convergente en même temps que l'intégrale (1). Il est 
Pal | 


4 


possible de trouver une série Ye, convergente telle que #,— “”, et que la suite 


a tende vers zero en décroissant. Il suffit de prendre ¢,—yR, ,—VR,, 
R, désignant le reste de la série Lu; lorsqu’on s'arrête au terme uw,, soit 


72 


R, — > u;. La suite R, tend vers zéro en décroissant, donc aussi ¢,. En effet, 


tel Re =e R, Un 
\ RS) = VR, SA VR, + V R, 


Cn 


; d'où g,=) R, + VR,. 


À 3rTn—1 Sn 11 o(r) 
Dans chaque intervalle ma nous prendrons ¢,(r)—= *—. 


É En 
ins, Or) 
A l'intérieur de y,, STH reste constant, donc 


et ©, (r) satisfait aux mêmes conditions que o(r). 
Taéorème. — En appliquant l'inégalité (2) à o@,(r), on voit qu'en tout point a 
de K excepté au plus sur un ensemble de h-mesure nulle, 


prn) SCEn) 


D NE lorsque 7 >, 
TU ea ee 4 


ou en utilisant les notations de Landau 


(3) Siz) =0[ “0 |, lorsque 7 -1 


| cect sans même supposer que 3 tende vers a | en posant 
si | x I — r aft P i , 
— | = |: S = — eit oi mme À AN ox cs 
rath SSD) pre 
fe | 


Remarquons que si g(r)—1, on peut prendre pour y, le cercle de centre ;,, 
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Ian 


} et(3)reste exact avec 


‘ 


de rayon 1—r, (au lieu de 


, i . 
Sei ae id Uy Me rege 
(7 ae 
HA 


ce qui donne un résultat un peu plus précis. 
La formule (3) nous donne immédiatement une limitation des dérivées 


de (=) 


WRI M 
(4) LAMM SSS —  — = 
ND ON AT 


I suffirait d’ailleurs de connaître la limitation de la dérivée première pour 
pouvoir en déduire toutes les autres au moyen de l'intégrale de Cauchy. Mais 
la formule (3) a l'avantage de fournir une limitation simultanée de toutes les 
dérivées. 


5. Exemples. — a. Prenons ACR) = 1; on voit que 


tr) Al On a(r) > O4 lorsque r->1. 


En particulier si l’on peut prendre o(7)=r1, c'est-à-dire si l'aire décrite par 
(=) est bornée, 

(1 = AIS) > 0, 
Il est à remarquer que dans l'hypothèse beaucoup moins restrictive où l'aire 
Y(r) couverte par f(z) lorsque z décrit C, [chaque valeur ¢ de f(s) étant 
comptée une seule fois | reste bornée lorsque r— 1, la seule application du 


théorème de M. A. Bloch (voir P. Moxrec *|2], p. 110) montre déjà que 
(1—r) f'(3) reste borné lorsque r +1. 


b. Prenons W(R)=R. En tout point a d’une plénitude de K (l'ensemble 
exceptionnel étant de mesure linéaire nulle) on aura 


l'ISO ANSE APS 
Mr) ot) 


Cette limitation, établie par M. Denjoy pour ¢(r)=1, d'abord *[1] quand 3 
tend vers a dans un angle d’approximation, puis *[3] quand =: tend vers a sur 
un chemin avant avec K un contact d’ordre maximum inférieur à 1, a été 
généralisée par M. Dufresnoy (') pour les fonctions g(r) =(1 —r)'* (02 <1). 
M. Wolff *[ 1], en se limitant à 2(r) =1, Va étendue au cas où 5 tend vers a sur 
une courbe convexe dans la direction Oa et de forme donnée. La méthode que 
nous avons employée permet de s'affranchir de toute hypothèse sur la manière 


(27) J. Durnesxoy, C. AR Acad. Se. t. 9135, 1911, D 39). 
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dont 3 s ‘approche de K puisqu'il n’est même pas nécessaire de supposer que = 
tende vers a. 


Courbes restant rectifiables dans la transformation ¢ = f(:). 


6. De ces limitations de | f'(3)| nous pouvons déduire des limitations de la 
longueur de la courbe décrite par le point ? = f(s) lorsque = décrit un arc de 
Jordan rectifiable donné L aboutissant en a. En particulier : 


a. Si la fonction ¢(7) peut être choisie de manière que 


ills VASE LR dh 
= or 
R 


pour tout point a de K excepté au plus sur un ensemble de k-mesure nulle, 
la longueur de la courbe décrite par f(s) lorsque = décrit dans C’ un are de 
Jordan L, rectifiable atteignant K en a sous une incidence aiguë, est finie: 
/(=) a done une limite finie « lorsque s +a dans un angle d’approximation 


ali) 


FRS 
décrit Pare s,a de L, est égale à 


[3 RS PRC ED, 7h eet 
J gi1—R) R ERA 


b. Plus généralement si 


ALU ieee 
hie 9 TS 


pour une h-plénitude de points a de K, la rue de la courbe décrite par /(s) 
lorsque z décrit la courbe L,[1—':}=%( :—a )], est finie, et /(s) tend vers 
une limite unique finie lorsque = tend vers a dans le domaine A, limité par Ly. 


de : =a «| et la longueur de l’arc £a décrit par (2) lorsque = 


4) 


7. Nous allons maintenant indiquer une autre méthode qui permet l'étude 
directe des courbes L de C, restant rectifiables dans la transformation {= /(s). 
Nous fixerons à l’avance la forme des courbes L. ce qui nous permettra de 
mieux préciser l'ensemble des courbes exceptionnelles de forme donnée. 

Soit tout d’abord L(7) la longueur de la courbe décrite par /(=) lorsque : 
décrit le cercle z!—r. En appliquant à L?(7) l'inégalité de Schwarz, on à 


on 


alk 2 : 
| Lia je | | Lyte CAVE | Sik | Te ET), 


"0 a en 


, | : “| r 
(#7) i Lime < | [ o(r) Jar ere Pa dd M. 


ry 
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Soit H(r) une fonction positive, continue, non décroissante quelconque 


dans l'intervalle r,£r <1 telle que 


[Hing ee lorsque 5 —~1. 


On peut dire que les valeurs de r pour lesquelles I ryo(r) > 2 H(r) forment 
un ensemble exceptionnel e. très rare au voisinage je r=1. Précisons cette 
expression : quels que soient < el <’, on peut trouver un nombre +, assez pelil 


pour que 
1 


ee Ler TOUT =a rae 
A 


L'ensemble e. est mesurable (puisque la fonction (7) est mesurable) et si 
l'on désigne par e., la portion de e. comprise dans l'intervalle 1—7Sr<1, 


mi HA) dices 


om 


En particulier si H(r) =~ = On peut dire que L (yy / 2 mera lorsquer +1 


’ ’ D dr . . 
l'on néglige un ensemble de valeurs de r sur lequel is ——, est aussi petit 
qu’on le veut. 

(On pourrait dire : en négligeant un ensemble d'épaisseur logarithmique 
gauche nulle au point r—1). Il est à remarquer que la convergence que nous 
venons de définir est plus forte que la convergence approximative définie par 
M. Denjoy. Celle-ci en effet correspond au cas où la mesure m(<, 7) de la 

: : 3 Von ce Neg) : ; 
portion e., de l’ensemble exceptionnel satisfait à sam LE ae Te e > 0, € étant 
7 
fixé, et l’on a évidemment 


1 1 dr: 
Wien ( ) = AP == . 
li T, EAU 


ei AGE 


8. Soit maintenant /(2, 0) la longueur de la courbe décrite par le point 
== /() lorsque = décrit le segment de rayon Args = 06, rySisiSo. En vertu 
de l'inégalité de Schwarz, on aura 


. 
4 L 


EC, n=| f Piney dr ab ary firey Prar f Li 
lo ra AE Te 


oT Ml ' 
(6) file (6, 0) dS fi ar eM FRS 
R ro, à. @(1:) ro ; 


Si la fonction D(£) est bornée lorsque £ 1, c'est-à-dire si l'intégrale 


dr : k Un Ar 
Ji me est convergente, il résulte de l'inégalité (6) que {(p, 0) reste bornée, 


el, puisque c'est une fonction croissante de ¢,a une limite finie si ¢ > 1,6 étant 
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fixé, excepté au plus pour un ensemble de valeurs de 0 de mesure linéaire nulle. 
Alors la courbe décrite par /(s) lorsque + décrit un rayon non exceptionnel 
(Argz = 9) est rectifiable et aboutit en un point x bien déterminé. Le même 
résultat n'aurait été obtenu, si l’on était passé par l'intermédiaire de la limi- 
tation de | f(z), que dans l'hypothèse plus restrictive 


di M SE : 
= LE (considérer le cas o(r) = (1 —7:) log? (1 —)). 

Hy ViI—rya(r) 

On montrerait plus généralement que, pour une plénitude de valeurs de 6. 
la longueur de la courbe décrite par f= /(=). lorsque = décrit la courbe L,( 9): 
Argz=9+4(1— =, ), r,< = <1, est finie quel que soit le nombre # donné 
(—x<k<+ox). Plus précisément sil’ on désigne par /,(. esl 1,0)—7/(2.0) 


la longueur de l’are à décrit par ? lorsque = décrit l'arc 3,a de 1,(0) defini 
par s:<!z Sret si l’on pose D,(o)— (1) — O(c), on aura 


at 0, ht EN D) |. 
Dans toute la suite de cette étude nous supposerons, pour une raison de 
commodité, que la fonction f(z) est définie et holomorphe dans la bande de 


plan B de la variable s:=a-+ cy définie par æ,2x > o et satisfait à une 
condition d’aire de la forme 


(A 18 To 7) | Prt iyypardyss f U(r) dS(.r)< AN co, 


(a) étant une fonction positive mesurable de a et S(x) l'aire décrite par /(3) 
lorsque = décrit la bande : a<R(z)<2, 


pe . p . age . 
Si nous posons w = re?= re la variable w décrit la région comprise entre 


& 


deux cercles tangents au point «= — 1. Lorsque z tend vers un point a= rt 


) : t+7 : ; 
de l'axe y'y(— x <1<+ an), w tend vers le point b — = de la circonfé- 


est un infiniment petit équivalent à - 


| fe ' 1 
-: ef Ney 
2 


rence K(|s|=1); 1—| 


à ales Nous pourrons donc appliquer les résultats de I’ an précédente 


à la fonction f(z) = F(). Pour montrer comment se transforment les énoncés, 
reprenons la démonstration du paragraphe précédent. 

Soit {(£, ¢) la longueur de la courbe décrite par ¢ = f(z) lorsque = =a + ly 
décrit le segment y =t, w,2 27> 6, 


a 1 


“ES ie Lr 
me o=| f guitar] “a Slr + thy 4 (x) dx a 
+ be Ho du A x 
(8) ra P(E, LA Des = MW). 
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Si la fonction L(æ) peut être choisie de manière que 


F(o) = à 
| AE GE 


pour une plénitude de points a = Hs l'axe y'y,; l(@, t) a une limite finie 
lorsque = -> 0, et la courbe décrite par © lorsque = décrit le segment y —1, 
x,>æ0, est rectifiable et aboutit en un point + bien déterminé. Il en est alors 
de même des images des segments L,(¢) définis par y—t= ka, x,2æ?0, 
k étant fixé (— x <k<+ x). 


hs nue Cor | Dre 
10. Soit maintenant a—7t un point donné de y'y. Nous désignerons par c,.. 


la demi-circonférence :2:— al —p, | Arg(s—a)| =, et par A(p, 9, a) la 
longueur de la courbe décrite par ¢ = /(z) lorsque = décrit l'arc de c,_, défini 
par | Arg(z—a)|<4,. En appliquant l'inégalité de Schwarz, on aura 
oi Gy ; 2 
12(0, Oo. n=| See ne eal 
0 


+0, +0, db 
<f Yip cos) flue pet) tp a f PRET 
evan : _o, Vioeos®) 


Posons g(¢, 9,) = fs rare 


Yo cost)’ 


Boat. a) 4 sakes 
voy [ES + sf. f HBcosb)i (a+ gel) ede dd sp(R, a) EM, 


en désignant toujours par u(R, a) la charge portée par le cercle de centre a 
de rayon R. 


Applications. — Supposons que £(e. 9,) reste borné, et par conséquent ait 


une limite g(c) lorsque 0, > Le soit 


(11) (0) = D Rae <0 
ex (op cosh) q 
or 4 : *2(0, 0, a) 
a. L'inégalité (10) montre qu’en tout point a ah Serre donc 
0 &\P y 


(Co, 0,, a) tend vers une limite finie A(o, a) lorsque 0, =, excepté au plus 
4 2 
pour un ensemble e le valeurs de p sur lequel 


(62) tr ae ne 
ae) 
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C'est-à-dire que, pour une plénitude de valeurs de », la courbe transformée 
de c,, (du moins des arcs de c,.a Contenus dans B) est rectifiable et a une 
longueur finie. Si l'on remarque que les intégrales (9) et (11) sont simulta- 
nément convergentes ou divergentes, nous trouvons un résultat voisin de celui 
du paragraphe precedent. 

Si R 0, iv FC: ad PRE (car u(R, a)—>0). 

0 &(P) 

Ceci montre que Ate a)->o si o->0, en négligeant un ensemble e satis- 

faisant à (12); ce qui est intéressant lorsque 


K 
do 
x lorsque ¢—> 0. 
- 900) 


Nous retrouvons un mode de convergence déjà rencontré (plus forte que 
la convergence approximative ). 


b. En tout point a d’une h-plénitnde de y'y, le rapport On 2 est borné 

par un nombre m(a). Doncona 
0, 4) ; d 

(13) mis © a do< mu). 

H(p) étant une fonction positive mesurable quelconque de :, il résulte 

À (p, @) ; 
de (13) que le rapport FIN est borné, excepté au plus pour un ensemble e 
de valeurs de o tel que 
a ; i — (0) 

(4) mee) Oke 
ex désignant la portion de e contenue dans l’intervalle o<o<R. 


Mais, en remplaçant L(x) par une fonction , (x) telle que Te > æ et que 


l’integrale (7) reste convergente, on voit, en appliquant le calcul précédent à 
la fonction Y,(x), que 


(15) sl p> 0, 1.10, u)=olyVz 7(0) g(e) H(o) |, 


en négligeant un ensemble e de valeurs de p satisfaisant à (14). 
Nous trouvons un mode de convergence généralisant la convergence approxi- 
à i : é 5 (0, a) 

mative. En particulier si A(R) =R, H(p)=1, nous pouvons dire que ae = 
approximativement (au sens de M. Denjoy) pour une plénitude de points a, ou 
plus généralement, si g(¢, 9,) n’est pas nécessairement borné, que pour 4, 
2 (CZ 0 a) 

&(P> Fo) 

Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fase. 1 8 


fixé, 
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Si les intégrales (9) et (11) convergent, il en résulte que les limites de /(=) 
sur les segments L,(¢) aboutissant au point a— it (voir § 9) sont, pour une 
plénitude de valeurs de t, indépendantes de &: done /(3) a une limite unique x 
siz + a dans un angle d’approximation | !Arg(z—a) <4, |. 


. 


Extensions possibles. 


11. D'après une méthode indiquée par M. Dufresnoy ('), ces résultats 
peuvent s'étendre aux fonctions méromorphes dans la couronne C'(r,£31<71) à 
condition de remplacer partout les mots « aire », « longueur » et « dérivée » 
par «aire sphérique », « longueur sphérique » et « dérivée sphérique » et 
« limite finie » par « limite finie ow infinie ». Il faut pourtant faire une res- 
triction. On ne connait pas, en effet, pour l’aire sphérique, de théorème com- 
parable à celui de M. Bieberbach. Le lemme de M. Dufresnoy (?) permet de 
montrer que, si S(=,) est l'aire sphérique décrite par / (2) lorsque 3 décrit le 


1 Garey nus 
cercle y, de centre z, et de ravon “(voir $ 4\. 


l Vn [Ey S (Zn) 
TU bs 
5 lf =a Vill 1 — 1) 
\ HN) ET) 
ou en posant o( =) = Ee TA = Da 
vex) ER u| D od Jes, 2 æ 1 
NO) DAT où 


Le premier membre étant toujours inférieur à 1, cette inégalité ne sera 
h(|s—a|) 
o(r) 

e nvisagées. Alors le premier membre est un infiniment petit équivalent i à 


intéressante que si reste borné dans les conditions de variation de = 


2 
ds 


4 
et l'on a une généralisation de (4), valable pour la dérivée première seulement 


(16) wali AD sien bl 554), 5 
| RE gn VACA 08) 


Le cas 9(r) =1—rcorrespond aux fonctions méromorphes à caractéristique 
bornée. Les limitations obtenues ne permettent pas de démontrer le théorème 


DORA CAT AS TT MOT. Da000) 
PW OE Re cal. Sea. le DAD TO TE p le 
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ide Katou. Il ne faut pas s’en étonner, car /( 5) peut avoir une limite radiale 
[(linie ou inlinte )sans que la longueur sphérique de la courbe décrite par / (3) 
lorsque = décrit le rayon Oa(Args —0,) soit finie. Par contre en prenant 
|A(R)=R, pour une plénitude de points a de kK. 


UE) ENS : : 5 — 4 \ 
SLL yey? - 0 S1 2: > angulairement ( es borné }: 
Si Von admet que / (2) a une limite x lorsque =: « sur le rayon Oa. on en 
déduit que /(=)a mème limite lorsque :-- a dans un angle d’approximation. 


sans utiliser la représentation canonique de / (2), quotient de deux fonctions 
bornées auxquelles on applique le théorème de Montel-Lindelôf. 

Les limitations obtenues pour les longueurs des courbes décrites par le 
point = /( 3) s'étendent sans difficulté aux courbes décrites par le point 
‘epresentatif de / (3) sur la sphère de Riemann. 


| 12. L'aire décrite par / (3) n'est pas la seule fonction additive d'ensemble 
(ful puisse servir pour l'étude de /( =). Nous nous contenterons de donner un 
exemple : 


Supposons connue une fonction 3(7) mesurable positive telle que 


+! a! 


Hi: | | (1) Hire r dr db = | NCP) elena FAN 


4 
Say, AL l'a 


Lt) étant la longueur de la courbe décrite par /( >) quand = décrit le 
Lercle = =r. Alors. à tout ensemble quadratiquement mesurable « de la 
jcouronne C,(7,<| = <1), nous attacherons la charge 


ON TN) Ses ff ovr Ha) ace fei 


rep 


Tutortme. — Vous allons montrer que, pour unc h-plénitude de points a de k, 
| s >: ie =) 
4 fy tee tp) eee CY Se ec ee 
La i ) (aa oP), 


Ves fonctions h(R) ct 2( 7) devant satis fatre aux mêmes conditions de régularité 


le croissance que précédemment. 


La seule difficulté de la démonstration consiste à (rouver une borne supe- 
Fieure de | /’(s,) au moyen de la charge u(y,) portée par le cercle y,, de 


nt L579 


11 
rentre z, et de rayon - Posens, dans7,.4 ==. 22 


eat Di) 


n 97 


bom = |f gifs) do her f | er, oe) '5 do db, 
5 Vie 0 
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d’où 
I—T'pn 


MALE (0) do, 


x(e) désignant la longueur de la courbe décrite par /(=) quand 3 décrit la 
circonférence | s — 3,|— s. Or la surface de Riemann, décrite par /(z) lorsque =: 
décrit le cercie |: —:,|<c, a une aire | 


S(9, 2n)2 T0? | f' (Zn) |’, 


et la longueur 7.(¢) de son contour satisfait à 


s 


2t(0)24n0(0, 3n)2 470? | f' (Sn) |’, 


d’où 
17h 
Tra) 


aCye)2 kg(ra) f Gass anode = kos) VF (aa) 
0 4 
or 


bin) Se( Sl en— al a) Em (Elan )<m(a)kh (se a). 


gi(r) 
pr) 
lorsque » -> 1, et satisfaisant aux mêmes conditions que o(7), on voit que 


En appliquant ces deux inégalités à une fonction 9,(7) telle que > æ@ 


a—r)|f"(s)l0) 
h(|z—al) 


> 0. lorsque r 1. CAOmR aD: 


La méme méthode donne également une limitation des dérivées d’ordre 
quelconque de f(<) 
IA ee 
Poe 7 
En particulier, pour une plénitude de points a [A(R)=R], 


ESA rye 


: (1 
SO) 9 


s —a| 


(r) +0. 


Exempe. — Si L(r) est bornée, nous pouvons prendre pour o(7) n'importe 
quelle fonction positive telle que 


1 
af o(r)dr<o. 


Pour une plénitude de points a, lorsque 3 > a dans un angle d’approxi 
mation, on aura 


7 —— ! LEE A a > 
rel ag h Pons g=O—H. poor 


quel que soit 7 > 0. Mais dans ce cas le théorème de Fatou, applicable à t's 
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{montre que /’(z) a une limite unique finie lorsque z + a angulairement, pour 
{une plénitude de points a de K. 


CHAPITRE II. 


APPLICATIONS A LA REPRÉSENTATION CONFORME. 


153. Nous allons maintenant nous limiter au cas des fonctions Gps) 
»meéromorphes et univalentes dans le demi-plan droit D(x > o) de la variable 
“= —x—+uiy. La fonction /(3) réalise la représentation conforme de D sur un 


domaine simplement connexe A du plan de la variable € == + ty. Sans res- 
Atreindre la généralité, on peut supposer /(2) holomorphe et bornée dans une 


{bande B(o< x <.r,): on remplacerait au besoin f(z)par » =, étant 


I 
f(s) —f(«) 
jun point intérieur au demi-plan x >:r,. L’aire décrite par f(z) quand = 
décrit B est alors bornée par un nombre M, et nous pouvons appliquer les 
résultats du chapitre précédent en faisant Y(a) =r. Mais nous allons voir que 
la nouvelle hypothèse d'univalence permet de les préciser et de les interpréter 
* géométriquement comme des propriétés de la représentation conforme. 
Nous ferons fréquemment appel dans cette étude au théorème de Kobe 
| (voir P. Montet *[2], p. 52), d'un point de vue que M. Wolff *[1] a introduit 
| avec succès dans ce genre de recherches. 
1 Si la fonction /(s) est holomorphe et univalente dans le cercle |z|< KR, 
| pour |s/<éR(é <1), ona 


i+ k 


1% 
(1+ ky 


PE) 
fo) 


Cc 


WA 


Tr? 


(1—h) 
: f : [> (LACED) ole 3 
en particulier (si # = SL le rapport rer reste compris entre deux constantes 


absolues K, K’, lorsque |= < 


w|i 
‘ 


Nous appliquerons ceci à une fonction /(=) holomorphe univalente dans un 
domaine D, de la façon suivante : sis, est un point intérieur à D situé à la 
distance d de la frontière 


AES) ies 
NE 
PET 


Pare sols ne entraine Ks 
2 5 = 


Correspondance entre les frontières. 


14. Soit a= it un point quelconque de l’axe y'y limitant D. Étudions 
/() au voisinage de 3 =a. 
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= nc Oe 4 à TEA 5 ’ ‘Ar 
Si 7.(2, 0, a) désigne la longueur de l'image dans la représentation conforme 


/ 


| 3 1 ma . 
de l'arc de cercle 5 — a =§; Arg(z—a)|°4, (contenu dans B si ¢<.2%, 
DRE = ): nous aurons 

or ds 


Si D, croit jusqu'à =; 2(2, 9,, a) qui est une fonction croissante de D, tend 
# 2 ‘ 
vers une limite finie 2(2, a) excepté au plus pour un ensemble < de valeurs 


\ 


‘do : 
de : sur lequel { — = 0, el l'on a 
vs ew oF 
Rey] 


Done A(2, 4)--0 sig --0 en négligeant un ensemble e de valeurs de ¢ tel 
que sie, désigne la portion de e contenue dans l'intervalle 6 © 2 R 


À 


do 5 
= eat SR 0. 
2} 
Tusorèue. — Vous pourrons donc trouver une suite infinie décroissante 2, de 
raleurs de « telle que 2, + 0 et 1.1 4,, a)->0 lorsque n -+> 


Nous pourrions méme imposer à la suite 2, la condition supplemen- 


: dpi 
taire : 


> 1. Mais ceci ne nous servira pas pour le moment. 


Si en effet il n'existait pas de telle suite, on pourrait trouver deux nombres 
positifs : 4, <, et une suite infinie d'intervalles disjoints bs 62226, Sum 


reall 


lesquels 2(2, a)> 2, et tels que log > k > 0. 


Alors 
ot tS 
praise ds N fie do 
PNG (Ci iy) DAG: UM) SS OURS. 
| 3 2] sd 4 ic ig ae ; 
Lie 4 Lei 4) 3 


et l'intégrale (20) ne saurait être bornée. Done la suite existe. 


lo. La suite 2, étant déterminée, les demi-cereles €, uf is—a|\= om 
n> y 
, _ me ae TS ; P a ny A 
|Arg¢s—a) < = ont pour Images des coupures rectiliables 4, du domaine A, 


joignant deux points accessibles de la frontière de A. (Un point frontière est 
accessible S'il existe un are simple de Jordan intérieur à A aboutissant en ce 
point: à fortiori les extrémités d'une coupure rectifiable de longueur finie sont 
accessibles.) Deux coupures quelconques ne peuventavoir aucun point commun 
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intérieur à A puisqu'il y a correspondance biunivoque entre l’intérieur de A et 
l'intérieur de D. Ces coupures définissent une suite de domaines emboités 
4,54,5...54,5DA4,,,D..., A, étant le domaine décrit par f(z) lorsque = 
décrit I’ ae du demi- lee Chaque coupure q, sépare la précédente 
qu. de la suivante 4, ;. Tout mx eh à A finit par être, lorsque n est 


assez grand, extérieur à A,. Les fermetures A, des domaines A, ont en commun 
un ensemble E continu de points frontières de A que nous appellerons d'après 
M. Carathéodory *[1, p. 323] un bout (Ende) de la frontière I’. Soit z un point 
d’accumulation quelconque de l'ensemble des coupures g,; à appartient à E: 
on peut extraire de la suite g, une suite partielle g, de coupures tendant vers z 
(puisque la longueur de g, tend vers zéro). La suite g, définit le même bout E 
or M. Carathéodory montre qu'un bout E défini par une suite de coupures 
convergeant vers un point x est indécomposable (il n’existe aucun bout qui 
soit une partie de E) et il lui donne le nom de bout premier ( Primende). Le 
point x est dit principal. 

Si une suite de points 3, tend vers a dans B, pour p assez grand, =, estintérieur 
à Cu done /(s,) est dans 4,- Donc les points d’accumulation de la suite z, 
sont sur EK: à un point a de y'y correspond un bout premier E(a). 

Réciproquement si une suite de points de A: {,— f(s,) tend vers un bout 
premier E de I’, la suite z, tend vers un point déterminé a de y'y : car on peut 
définir le bout au moyen de coupures g;, convergeant vers un point x. limitant 
des domaines À, à l'extérieur desquels il n’existe qu’un nombre fini de points 
de la suite {,; un raisonnement devenu classique (roër P. Montex *[1, p. 39]) 
montre que les coupures c', du domaine D qui correspondent aux q, convergent 
vers un point a de y'y. C0, Fad. 

Nous voyons ainsi Comment s’introduisen( très simplement les notions posées 
par M. Carathéodory, et nous retrouvons le 


Tutortme. — I y a correspondance biunivoque entre les points a de l'axe y'y 
limitant D et les bouts premicrs E de la frontière V de A. 
16. Poussons l'analyse un peu plus loin en étudiant A(¢, 9,, a) pour 9,< |: 


À (p'. À a) 
). Nous allons montrer que -+—— est 
A(p, Dae a) 


cos §, 


Soit 9’ tel que pee eel tae ; 
supérieur à un nombre positif fixe. 
A tout point s=a+ pe—x+iy de c,,, nous faisons correspondre le 


point '—a+p'e" de c,,. D'après la façon dont 9’ est choisi, 3’ est intérieur 


LL 
au cercle de centre z, de rayon —- Donc 
x | EU, al 
| Lis I>; A(p’, Go, ay=o'|[ if (a + ple) |dd2K A 9. Vo, «). 
a 3) |” 0, p 
5 % A(p', Qo, a). K 
Mora) 2 
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Nous allons maintenant montrer que sz 6, reste fixe, A(¢, 90, @) tend vers séro 
avec 9; sinon, on pourrait trouver une suite infinie de valeurs de ¢, soit ¢ 
tendant vers zéro, et un nombre :, tels que (6,, 0,, a) > €. Posons 


Bt cosb, "En 32 (p, %, 4) K° _» C084, 
= pi 2 ) la nse whe ee oes a 9 


_ 
Pn e 


et l'intégrale (19) ne pourrait tendre vers zéro avec R. 


17. Soit alors s, une suite de points tendant vers a = it (fig. 1) dans un 


angle | Arg(z —a) LB <= - telle que f(z3,)-- x. Menons par chaque point z, 


| 


= £n, |Arg(s—a)|<4,. Sur une suite quelconque | 
de points =, pris sur ces arcs, f(z,) - « puisque 


les arcs 5—a — 5,—4 


|S (2n) il En) < AA Ging Dos “)=7 0. 


En particulier on peut prendre :,—it+£,, les points z, tendent vers a sur 
une parallèle à Ox. Or nous savons (Chap. I, § 5) que x f'(=:) — 0. Donc la | 


Ae 


longueur /, de l'image d'un segment 3,2" de la droite y — satisfait à 


* 
/,== 0 | log fé (Pr=|2,—4], p,=le cl, 
; p}, t n ) Pr an tiene 2 Pn << Pn). 


\ 


Done si“ est borné [,>o et f(s,,) tend vers « comme /( 3") 


Du 
Or il resulte de la convergence de l’intégrale (20) que, si ¢,-- 0, on peut 
‘ 
choisir £,, de manière que 


vn 


Bea es 4 (on. 4) —> 0, 


par un ratsonnement analogue à celui qui a été fait (§ 14). Nous prendrons 
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| alors =,— + 0). D'après ce qui précède, J(=,) > « et les coupures g, images 
des demi-cercles c,. convergent vers «. Done à est un point principal du bout. 

Réciproquement, si « est un point principal, il est par définition limite de 
coupures Q, définissant le bout (on peut prendre pour Q, des arcs de cercle de 
centre a de rayons décroissants ). Les images des Q, dans D sont des coupures C, 
limitant une suite de domaines D, emboités. L'ensemble des fermetures D, de 
ces domaines n'ont en commun que le point a vers lequel convergent les 
coupures C,. Prenons, sur chaque coupure C,, un point z,; à la suite z, 
correspond une suite ?,— f(3,) tendant vers a. En particulier on peut choisir 
les points z, sur un continu de Jordan arbitraire L issu de a, contenu dans D, 
puisqu'un tel continu rencontre chaque coupure C, au moins une fois pour n 
assez grand. Nous avons le théorème suivant, déjà établi par M. E. Lindelôf 


ai, p.28 |. 


THÉORÈME. — L'ensemble des valeurs limites de f(3) lorsque : > a sur un 
continu de Jordan quelconque L contenu dans D contient l’ensemble P des 
points principaux du bout E(a) et se réduit à P si L est contenu dans un 


Te 


angle | Arg(s — a)|<~ —« quel que soit: >o. 


2 


18. Remarques. — a. L’ensemble des valeurs limites de f(s) sur un continu L 
est toujours un continu, donc P est un continu. 


b. Il n’est même pas nécessaire pour obtenir tous les points principaux, de 
prendre un continu L : Soit =, une suite quelconque de points tendant vers a 


dans un angle | Arg(s—a)|<=—s, telle que, si ¢,=|2,—a|, on ait 
A purs L'on (1<k < w) quel que soit n. Six est un point principal quelconque, 


=f LA ? \ Te 
on peut trouver une suite z, tendant vers a dans l'angle | Arg(s —a)| <C> —: 


telle que /(z,,) -+ a. Soit ¢,, le plus petit nombre de la suite ¢, au moins égal 
à e, sa ae a |. On aura ER Co ef PS Rap: 


On voit facilement que la longueur de l’image du segment :,:,, tend vers 
zéro [en utilisant la limitation de | /’(z)|du paragraphe 5], donc que f(3,,) > « 
lorsque p > æ ; « est donc un point d’accumulation de la suite /(z, ). 


Tuéortme. — L'ensemble P des points principaux du bout E(a) est identique à 
| l’ensemble des points limites de la suite f(z,), pour une suite quelconque =, 


Zn — À 


reste borné. 


tendant vers a dans un angle d'approximation et telle que 


Sn41— 


CoROLLAIRE. — Si, en particulier, il existe une suite 3, de ce genre sur laquelle 
| f(3,) ait pour limite unique à, f(3) a même limite sur toute suite tendant vers a 
dans un angle d’approximation. = 

Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fast. 1. 9 
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On montrerait dans le même ordre d'idées que st f(z,)— « pour une suite 


3, = Th +iy, quelconque telle que a reste borné, f(z) a même limite à 


4 
n 


si 3 > a dans un angle d “approximation. 


19. Signalons, à ce propos, quelques résultats plus généraux concernant 
les fonctions f(z) supposées seulement holomorphes et bornées dans D au 
voisinage de 3 — a : 


a. Par une méthode ingénieuse, mais un peu longue (qui devient rapide si 
on utilise la mesure conforme), M. E. Lindelôf *[ 1] a montré que s’il existe 
dans D un arc de Jordan L aboutissant en a sur lequel f(z)a une seule limite a, 
f(s) à même limite si zs > a dans un angle d’approximation. 


b. M. Montel *[1, p. 19] a donné de ce fait une démonstration élégante par 
sa méthode des familles normales. Mais il semble nécessaire de supposer que L 
est lui-même contenu dans un angle d’approximation. Par contre, sa méthode 
peut s'étendre facilement, et permet de remplacer le continu L par une suite de 


oints z, tendant vers a dans un angle | Arg(z— a = __¢ et telle que 
P 8 8 4 q 


7x 


Zn+1 — À 


|-- 1; et même si « est une valeur exceptionnelle (ce qui est toujours 
Sn — a 


co (os la 


le cas pour une fonction univalente) il suffit que | | reste borné. 
L'intégrale de Cauchy permettrait de montrer qu’on peut remplacer L par 
| Sn41— En | 


une suite =, = ,-+ ty, telle que M Ce 3 


n 


Classification et répartition des bouts. 


20. Si le bout E (a) possède un point accessible «, c’est qu’il existe un arc 
de Jordan A contenu dans A aboutissant en «. Son image dans D est un arc de 
Jordan L aboutissant en a sur lequel f(z) a pour limite unique «. De l'étude 
faite (§ 17) découle le 


Tutoréme ('), — Sr le bout E(a) possède un point accessible «, l’ensemble P des 
points principaux se réduit au point a, et f(z) a pour limite unique à lorsque z 
tend vers a angulairement. 


‘ 


Derinitions. — Un bout premier ne peut donc avoir au plus qu'un point 
accessible a. S'il se réduit au point à, il est dit de première espèce. S’il possède 
(autres points (points accessoires inaccessibles), il est dit de deuxième espèce. 


(1) Au moment où je termine ce travail, M. Wolff me fait part d’une démonstration de ce théorème 
utilisant aussi Pintégrale (20), présentée a l'Académie d'Amsterdam le 31 janvier 1942. 
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Dans le cas le plus général, P est un continu de points inaccessibles; si E se 
réduit à P, le bout est dit de troisième espèce. S'il y a d’autres points (points 
accessoires inaccessibles), nous avons le type le plus général de bout, dit de 
quatrième espèce. 

Les points accessoires 3 du bout sont des limites extrêmement rares de f(z). 
D'une part si S(En)s pour une suite z, donnée, n’a pour points limites que des 
points accessoires, 


‘ T 
lArg(en— a) > 


D'autre part, la longueur de la courbe image du demi-cercle Cita (Ca=sisn— 2]) 

reste supérieure à un nombre fixe, sans quoi on pourrait extraire de la suite 3, 

une suite partielle Be. telle que À (Pr a)— 0, et de cette suite une autre suite 

partielle =, sur laquelle J(2,,) ait pour limite un point principal «. Il résulte 

de la convergence de l’intégrale (20) que l’ensemble e des valeurs de + formé 
(>) 5 / q : veel 

par toutes ces suites ¢, est d'épaisseur logarithmique droite nulle au point ¢ =o. 
Nous pouvons en déduire le corollaire suivant : , 


THÉORÈME. — Sv eS ya pour limite unique « sur un ensemble de points 3 tel IP 
les pairs de ¢ = 3—a| couvrent une infinité d’intervalles disjoints ¢,2 02 ¢', 


la série D log ve étant divergente, x est un point principal. 


n=1 
L’énoncé reste valable si certains points = de l’ensemble considéré se trouvent 


sur la frontiére de D: il faut alors supposer que les bouts qui les contiennent 
convergent vers a. 


21. La convergence de l'intégrale (20) nous a montré que A(¢, a) était finie 
excepté au plus pour un ensemble e de valeurs de ¢ d'épaisseur logarithmique 
droite nulle au point p =o. Or, siA(¢,a)< x, Le points v(t + c) de y'y ont 
| pour correspondants sur I deux bouts premiers ayant chacun un point accessible 
(et mème accessible par un arc de Jordan rectifiable), donc de première ou 
| deuxième espèce. 


TRÉORÈME. — L'ensemble A des points de y'y, ayant pour images des bouts 
premiers de T ne contenant aucun point accessible par un arc de Jordan 
| rectifiable, est d pegs logarithmique nulle en tout point : c'est-à-dire que 


l'intégrale i= Fe est nulle, quel que soit t fixé. 


| Rappelons (d’après les résultats du § 6) que cet ensemble A est de h-mesure 
: nulle pour toute fonction h(R) telle que 


RVA(R 
vAa(R) 
i aR 
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22. Limites de f(z) sur des courbes de forme donnée. — Le lemme de Cartan- 
Ahlfors nous permet de montrer que pour une k-plénitude de points a —1t 
de y'y 

R 
(21) 5 / 12( 6, a) +0 lorsque Ro, 
0 
3R 


A 
h (| = 


’ : 2 . ‘ 
ee ne suppose pas nécessairement que = he soit ve . 


Pour simplifier, on peut remplacer dans (21) 1 par A(2R) puisque A(R) 


i 


est croissante. Nous supposerons, par contre, que h(o) =o. 
Soit a— it un point non exceptionnel et L, (fig. 2) la courbe d’équation 
polaire cos® = A(2¢) décrite par le point 


s=a+oel—r+iy pour o0f§ p89, 


c, étant choisi assez petit pour que A(2¢,)<1. L, est formée de deux arcs 
symétriques par rapport à la droite y = £. Soit D, le domaine limité par L, et le 
cercle | —-a|=¢, qui contient le segment s(y=t, o< x < ¢,). Désignons 
par A,.(9, a) la longueur de la courbe décrite par le point = f(s) lorsque 3 
décrit l’arc du cercle |3—a|—9(:< ¢,) contenu dans D,. Considérons une 
autre valeur o’< 9 et comparons A,(¢, a) et À{(c', a) 


e 


+ 0 pes: 
Ai(p, a) = f | f' (a+ pe) | pd), 11(0', aati "| f'(a + 0" e!) | 0! dd, 
{ih 0 
on pose cos, = h(s), cos®,— h(s’); c’<¢ entraine 0, > 8,. 

Choisissons d'autre part 
ce(s SS), c'est-à-dire zp [1— 2 


2 2 
D’après le théorème de Keebe, on voit que si |9|< 9, ona 


S' (a+ oe”) : 
J'(a+-e%) ; 
d'où 
+0, > 
FAO: > [be TN PA ES Pie _ 
(0 Aye |f' (a+ v'en) pdf 2K hilo, a) 2 M(p, a). 
0; ? 
Nous allons montrer que (2, a) tend vers zéro avec 0. 
Sinon on pourrait trouver une suite infinie 2,£,...0,... tendant vers zéro, 
telle que /,(2,, a) reste supérieure à un nombre fixe : > 0. Soit 


h(20n) 
dy = on [1 — 20280 


oe, 
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/ 
on aurait 


do _ k? h(20 
J Replay Se Seat pu) 
5 Pont 2 


ce qui est contraire à (21). 

Soit alors 3,— 11 + ¢,e°" une suite de points tendant vers a —it, contenue 
dans le domaine D,. Posons 3” — it + cn. La longueur de l’image de l’arc du 
cercle |s—a|—¢, joignant z, à =; dans D, tend vers zéro. Donc f(:!)—/f(z,) 0. 
Or les limites de la suite f(z,), puisque 3” tend vers a sur la droite y ==t, ne 
peuvent être que des points principaux du bout E(a). 

Remarquons que la courbe L, est une courbe quelconque convexe vers la 
gauche, tangente en a l’axe y'y et symétrique par rapport à la droite y =t. 
La fonction A(R) détermine la forme des courbes L,, et réciproquement; pour 


h(R ee ate Hoe 
que le rapport = reste borné inférieurement lorsque R — o (seul cas inté- 


ressant, vorr § 3), il faut que la plus petite courbure de L, au point asoit non nulle. 


Tutortme. — L’axe imaginaire contient une h-plénitude de points a = it tels 
que f(s) n'ait pour potnts limites que des points principaux de E(a) lorsque 3 
tend vers a dans le domaine D, limité par la courbe L,, convexe vers la gauche, 
d’équation polaire 

cos = h(20) sat pel), 

En particulier si le bout premier E(a) est de première ou deuxième espèce et 
possède un point accessible a, f(s) tend vers « lorsque s tend vers a dans D,. 

Or nous savons justement qu’aux points a considérés, d’après le théorème 
fondamental, 


vega LAN à 
s ref] 
donc si 

for, do 
(3) [FRE <a. 


la longueur de l’image du segment s'est finie, et le bout E(a) possède un point « 
accessible par un arc de Jordan rectifiable. 


23. CorouLaie. — Si l'intégrale (23) est convergente, l'axe imaginaire 
contient une h-plénitude de points a — it tels que f(s) ait une limite unique « 
lorsque 3 tend vers a dans D,. 


En particulier pour A(R)—ÆR (4 > o quelconque) nous retrouvons un théo- 
rème de M. Wolff [4]. 

TnéorÈmME. — L’axe imaginaire contient une plénitude de points a=it tels 
que f(z) ait une limite unique x lorsque 3 tend vers a dans un cercle quelconque 


tangent en a à Y'Y. 
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M. Denjoy *[2] avait démontré le résultat suivant : Pour tout point a d’une 
plénitude de l'axe imaginaire, les images des courbes C. (| —a*=x, 1<Y< 2) 


sont rectifiables. | 
Notre méthode directe, toujours fondée sur l'inégalité de Schwarz, permet 


de préciser ce qui se passe pour y = 2. 


Taéorèue. — L'axe imaginaire contient une plénitude de points a pour lesquels 
la longueur |,(2, ¢', a) de l’image d'un arc du cercle s—a?*=ka(k>o 
5 ‘ ‘ ‘ 

. ! i eee he . 
quelconque) compris entre les cercles |s —a|= ¢, |3—a/=¢'(9'<¢) saus- 


fait a 


oe A WS 
los 2 |: 
5 


Ces résultats sont beaucoup plus précis que ceux qu’on pourrait déduire 
de la limitation connue de |f'(z)|($ 5) 


(24) MOI 


PA 


l(0, 014) = 


ils correspondent, en effet, non pas à une limitation de | /’(s)|, quantité qui 
peut osciller beaucoup sur une courbe C aboutissant en a, mais à une limi- 
tation de la valeur moyenne de | f’(z) |? sur la courbe C. 

Malgré ces résultats plus précis, nous ne pouvons affirmer que les images 
des cercles !z2—a—#kzx aient une longueur finie pour une plénitude de 
points a. Le théorème de M. Wolff, qui nous montre que ces images sont des 
arcs de Jordan aboutissant en des points « déterminés (mais pas nécessai- 
rement rectifiables), semble difficile à améliorer. 


Signification géométrique des résultats. 


24. La limitation obtenue pour | /’(3)| et celle qu’on en déduit par inté- 
gration 


(25) f(s) lhe al 


valable dans un angle d’approximation pour une plénitude A, de points a 
de l’axe y'y, semblent suggérer l'existence, sur l’ensemble =, des points a 


1,4 
accessibles correspondants de la frontière T de A, d'un angle d'accessibilité 


de sommet x intérieur à A et d'ouverture au moins égale à =. M. Denjoy *[3] 


a montré l’inexactitude de cette hypothèse en construisant des domaines 
n'admettant en aucun point frontière, excepté sur un ensemble dénombrable, 
d'angle d'accessibilité d'ouverture positive. 

Nous montrerons cependant qu'il existe des arcs : |S — al — pr 
O'< Arg(T — x) <<" intérieurs à A, la différence 6’— 4’ étant aussi voisine 


ÉTUDE DE LA REPRÉSENTATION CONFORME AU VOISINAGE DE LA FRONTIÈRE. 71 


de > que l'on veut pourvu que ¢ soit assez petit. Cette étude faisant appel à 


l'inégalité de-M. Ahlfors sera développée seulement au Chapitre IV (§ 39). 

Mais la question se pose alors de préciser l'importance de l’ensemble excep- 
tionnel = sur l(correspondant à l’ensemble A de y'y de mesure linéaire nulle). 
Il est facile de comprendre que l’on ne puisse rien dire sur + en général au 
point de vue métrique : si I a une aire positive, comme c'est possible, 
M. Denjoy ayant montré que =, a une aire nulle, = a une aire positive. C’est 
donc le mécanisme de la représentation conforme qui fait correspondre à 
l’ensemble = d’aire positive un ensemble À de mesure linéaire nulle pouvant étre 
considéré comme exceptionnel : et cela justement parce qu'au voisinage des 
points considérés la dérivée de la fonction (2) inverse de f(s) prend des 
valeurs infiniment petites d'un ordre convenable. 

Par contre les propriétés topologiques se conservent dans la représentation 
conforme, à condition de prendre pour éléments des bouts premiers au lieu 
de points, et de modifier la notion de voisinage : ainsi l'ensemble =, de bouts 
premiers est partout dense sur I’ et possède la puissance du continu. Mais pour 
ce genre de propriétés l'étude directe semble préférable. 


25. Tutortme. — Il existe un ensemble +; partout dense (topologiquement) 
sur TY en chaque point x duquel existe un cercle d’accessibilité +, intérieur à A, 
dont la circonférence passe par à. 


Démonstration. — Soit E un bout premier quelconque de F. Un voisinage 
topologique de E est limité par une coupure g que nous pouvons supposer 
être un arc de cercle centré en un point principal quelconque de E; q isole 
un domaine ¢ dont la frontière contient E. Soit + l’un des cercles de plus grand 
rayon contenus dans ©. La circonférence de y a au moins deux points communs 
avec la frontière de 2 et ne la traverse pas. Ces points ne peuvent être tous les 
deux sur l'arc de cercle g (extrémités exclues) sans que la circonférence + 
contienne l’are g tout entier. Donc l’un au moins des deux points, soit x, 
est sur la frontière de A (x peut être l'une des extrémités de q) et le point « 
| répond aux conditions. 

Consequence. — Pour tout point a de l’ensemble A, de y'y correspondant 


Vaz, | f'(s)| est borné lorsque = tend vers a angulairement. 


En effet (voir Chap. II, lemme II, § 34), le domaine A contient un domaine 


reste 


| A 2 : > a a à 
| valable qui est le cercle y ayant mème point frontière z. Le rapport == 


CN À 
| borné dans les conditions de variation de =, d’où l’on déduit la propriété de f'(:) 
au moyen de l'intégrale de Cauchy. 


26. Supposons que la frontière L de A ne comporte que des bouts de pre- 
Î mière espèce (c'est-à-dire des points accessibles et pas de points accessoires ), 
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ou, selon une définition de M. Denjoy ('), que F soit un continu cyclique (ce 
serait une courbe simple de Jordan si tous les points étaient simples au sens 
de M. Carathéodory). Alors, pour tout point x de I’, tout point topologiquement 
voisin de « est voisin au sens ordinaire (défini par la métrique euclidienne). 
L'ensemble =, est partout dense sur I’. Choisissons dans =, un ensemble 
dénombrable de points partout denses sur F, %, %, ..., @%,, ... auxquels 
correspondent les cercles y,, y2, ..-, Yns --- de rayons (;, 2, .- +» On + OR 
d’autre part 2; cs...» én .-».une SUILE de nombres positifs tendant vers zéro 
en décroissant. Pour chaque valeur de n, tracons le cercle C, de centre «,, de 


rayon €, ,. De tout point « de l'intérieur a C,, on voit le cercle y, sous un angle 

I 
IE» 
cercles C,, on pourra trouver une infinité de cercles de la suite y,, intérieurs 
à A, et vus de « sous des angles tendant vers =. Il en résulte qu’au point « 
il existe une suite infinie de secteurs d'accessibilité, 


au moins égal à 26, (sin 1 }: Si a est intérieur à une infinité de 


Bi Re 0, AU = ATO I) 7, 
tels que 


C’est beaucoup plus qu'on ne peut affirmer aux points de l’ensemble =,. Or, 
l’ensemble des points de F intérieurs à une infinité de cercles C, forme, d’après 
les définitions de M. Denjoy, un résiduel R de F. 


TaéorÈmEe. — Se I est un continu cyclique, il y a un résiduel de points « deT 
en chacun desquels existe une suite infinie de secteurs d’accessibilité S, inté- 
rieurs à À. 


27. Pour terminer, démontrons une propriété géométrique des continus | 
bornés T° les plus généraux limitant un domaine simplement connexe A, se | 
rattachant assez étroitement à nos considérations sur l'aire et précisant une 
observation de M. Denjoy (?). 


TaéorèuE. — Étant donné un nombre : >> 0 quelconque, il est possible de trouver 
sur T une chaîne fermée de points «,, &,, ...,a,(a,,, étant confondu avec a, À) 
progressant sur l dans un sens invariable (déterminé par la représentation 
conforme de A sur D), et telle que Von puisse joindre chaque couple de points 
consécutifs %;, 4, par un arc de Jordan rectifiable A; contenu dans A, de 


n 
longueur I; satis faisant a > (rat 
I=1 


NOR ACURSE PAS TOR TD 000 


(4) Ci dead, Se., t. 243, 1941, p. 976. M. Denjoy m'a signalé une démonstration directe de 
ce théorème faisant appel à la topologie. 
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Démonstration. — À peut contenir le point à l'infini, mais puisque F est 
borné, si l’on représente conformément sur A le demi-plan droit D(a >> o) au 
moyen de la fonction = f(s), f(s) reste bornée au voisinage de l'axe yy, 


donc à l’extérieur d'un segment de cercle K, défini par æ2>x,, RÉ) 


Soit de même K, le segment de cercle (x2æ,, |2)<¢,), x, et 2, étant deux 
suites monotones positives (æ,->0, £,+x). L'aire S, décrite par f(3) 
lorsque z décrit le domaine (K,—K,) croit avec l'indice n, mais reste bornée, 
et tend vers une limite S lorsque nr — &. S—S, représente, selon une défi- 
nition déjà donnée, la charge portée par le domaine D,— D — k,,. Pour n assez 
grand (soit n > N), on aura S—S,< = Soient u(o,, 2) la charge portée par 


le domaine C(/3| >¢,, æ > 0) et (ce, 0) la longueur de l’image du demi- 
cercle |s| = ¢ contenu dans D. L’inégalité de Schwarz montre que 


Donc on peut trouver un nombre ¢¢,,<?< 29, tel que 


W(t, 0) pr (pa, ©) X ieee shan LP 


à 


v4 

t étant déterminé, on recouvre l'intervalle (— ct, + it) de y'y d’intervalles 
b 

+ Vpn 
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égaux de longueur æ,, d’extrémites 6,, Bis ARE 


b, by 
— < — f, ; =: 
l 4 


En chaque point b, on a, d'après (19), 


aie d ; 
i 12(6, by) — < TUNER by), 
s (9) 


u.(2,, b,)-étant la charge portée par le domaine C,( s—6, x,, r>0) et 


Oo 


7.(2, 6,) la longueur de l’image du demi-cercle x~—b, =¢ contenu dans D. 


Che ln 
Donc, on peut trouver dans l'intervalle" <<: <{x, une valeur ¢, telle que 


VE (Ope, De > = Dr SOA (nym Eye 


Soient y,(1<Æ<£p—1) les demi-cercles 's—b,|=¢,, æ>o, de dia- 


mètres a,a;, portés par l’axe imaginaire (a, —=b;,—15,,a;,—=b;+19,) et +, le 
demi-cercle |3 —1t, x >o, de diamètre dA, (a, — It, a,=+it). Nous 


=, 
Vie 


POSCLONS 2 (== 4); 0) = Oy py 
Deux demi-cercles consécutifs y;, y,.,(1<#£p) se coupent toujours en un 


point 3,.,. Soit L, la coupure constituée par l’arc a,3,., de y, et l’are 3,., a,., 
de y,,; la longueur 4, de son image A, dans la représentation conforme 
satisfait à 


ES | 1.( 9K; by) ae Jkits De ji ae 2| Mian. by) + 1? (Bias by) IP 


iN p-) 
= , se | ai mS 
vis [7 = (D 12(0r, by) a8 412 (6, DONS DD PAR by Ny 2e 20 4(0n, Do. 
“ k= 


1 RE 

Or, tout point du domaine D, est au plus intérieur à la fois à deux demi- 
cercles C;(#Zp—1) et à C. La somme des charges portées par ces domaines 
est donc au plus égale à 3(D,), c'est-à-dire à 3(S—S,) 

4 i 

ENS x “1 1 

SD E<60(S = Sn) < 2. 

ki 
Aux points @,, 4, ..., a, de y'y correspondent des points accessibles «,, 
%,..., 2, de À répondant aux conditions puisque les images A, des coupures L, 
sont des ares simples de Jordan rectifiables intérieurs à A. 


(A suivre.) 
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CHAPITRE UL. 


x ETUDE LOCALE DIRECTE DE LA REPRESENTATION. 


28. Nous allons passer à l'étude locale directe et géométrique de la repré- 
sentation conforme au voisinage d’un point accessible x de la frontière F du 
domaine A. Par deux transformations homographiques sur les variables 3 et © 
respectivement, nous pouvons nous ramener au Cas où le point x et son corres- 
pondant a sur la frontière y'y de D sont à Vintini. Soit C= /(3) la fonction 
représentant D sur A et == 2(0) la fonction inverse. Le bout premier E(æ) 
contient, en général, outre le point accessible x à l'infini, un continu de points 
accessoires inaccessibles. Remarquons que le point Soo peut être multiple 
et appartenir à d’autres bouts premiers : le point « est déterminé par ses 
voisinages topologiques, images des voisinages de a. 

La méthode que nous employons suppose connus les principaux résultats 
relatifs a la mesure conforme. 


Derinition. — Sout {, un point intérieur au domaine A, y un ensemble de points, 
ou, plus exactement, de bouts premiers de la frontière V de A. Si, dans la 
représentation conforme de A sur le cercle C(|sv | <1) effectuée de manière qu'à, 
corresponde le point w = 0, l’ensemble y a pour correspondant un ensemble k de 


Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 2. 10 
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la circonférence K(|w —1) mesurable et de mesure p., nous dirons que v. est la 
mesure conforme (' ) de y vu de C, dans A, soit u = mi Cos ¥> A): 


La mesure conforme est un invariant dans toute représentation conforme. 
Il est évident, par une transformation homographique sur la variable sv, que. 
si y est mesurable par rapport à un point €, de A, il est mesurable par rapport 
à tout point intérieur à A. 

Si ¥ est le complémentaire par rapport à de l'ensemble +, 

MAÉ ss NE FR Ges EAN 


Si l'on représente \ sur le demi-plan droit D(x > 0) et si l'on prend pour y 
l'ensemble de bouts de F qui correspond à un segment a’a de l’axe y'y, y est 
mesurable dans A et l’on à 


mien) 


3 et ¢ étant deux points correspondants dans D et A. 


PREMIÈRE INÉGAUITÉ. — Principe de l'agrandissement du domaine (*). St A’ est 
un domaine contenant A dont la frontière TV’ a en commun avec TV un ensemble 7 
mesurable dans A’, alors l’ensemble y est mesurable dans A et l’on a 


(20) DORE NA EMILE EE) (% intérieur à A). 


DEUXIÈME INEGALITE (*). 


pas à son intérieur le point =, vy un Rls mesurable dans A de points 
frontières de À contenus dans le cercle Q(,C\<2), et QC un point quelconque de A 


4 ~ "A 
telqueli=c > 6, ona 


0 Q Ô 
(27) OR ae co fe Ay are tang À / <84/2 <any/?, 
4 = 4 9 9 


l'égalité n'ayant lieu que st A est constitué par la portion de plan extérieure au 
cercle Q, coupée suivant la demi-droite Argl = Argl, + 7, y étant identique, à | 
un ensemble de mesure nulle près, à la circonférence limitant Q. 


29. Donnons tout d'abord une application du premier principe. 


Lemme 1, — Av le domaine A contient au point a = x un Space ‘accesstbilité Sy 
d'ouverture 20 > 0, défini par | D > R,, |Argl|< wet si Cs éloigne à l'infini à 


(1) La mesure harmonique (R. NEvANLINNA *[1], p. 35) est le quotient par 7 de Ja mesure 
conforme, appelée aussi angle conforme. 

(*) Le premier énoncé de ce principe (dans le cas où y est un are de frontière) se trouve dans le 
Mémoire de M. P. Montel *[1], en note, p. 31. Pour des références plus détaillées, voir R. N&VANLINNA 
11010: 00: 

(3) M. Osrnowsnt *[1], p. 430, déduit celle inégalité d’un théorème de Milloux-Schmidt-Neyanlinna, 
‘onnant la solution du problème de Carleman-Milloux. (Zoir R. NEVANLINNA "10, p: 96.) 
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| l’intérieur d’un angle | Argt| << w—:,on a 
(28) lim | Arg @(£) |< “——. 
| 4 
Démonstration. — On peut supposer, ce que nous ferons souvent, que : = 0 


| est un pont accessible de la frontière P de A quia pour correspondant 2 = 0, 
| sinon on s’y ramènerait par des translations. 


Soit Z un point intérieur au secteur S,, et = = == OG )son correspondant dans D 
| ( fig. 4). Désignons par 3 le premier point de pene onnry de la demi-droite Ou 
Reco) avec I’ lorsqu'on va du point 3,=R,e” intérieur à A vers le point 


1 frontière  — 0; B est un point frontière accessible de A, soit b son correspon- 
À dant sur y'y. et inversement soient y~ et y les branches complémentaires de 
frontières de À, déterminées par leur voisinage, correspondant respectivement 
} aux demi-droites by, by", 


+ Arg(z—0)|. 


TUE ET: 


4 


| Considérons la fonction harmonique m,(Z) définie dans le domaine A, constitué 
| par le plan de % coupé suivant la demi-droite indéfinie Bu (d’argument ), 
par ses valeurs : 

m,= 27, si ? est sur le côté 3- de la coupure tourné vers l’intérieur de S, 
 (d’ argument w — 0); 
m,=o0, si © est sur le côté 27 de la coupure tourné vers l'extérieur de S 
} (d’argument © + 0); 

m;(Z) est la mesure conforme de ¢ vu du point ¢ dans A,. Sura ona m,2m, 

mon; / m,2m, car »—0. Donc en tout yoint < du domaine A, 

car 27; sur y ona 


i a 
| a 
| Ne : 
| ORtrg.chan aint) 0 
| 

Pr 


| Fig. 4. 

| simplement connexe intérieur à la fois à A et Ay, limité par y et Bu, et par 
| conséquent en tout point du secteur S,, 

WER Nelle. De) 
| 

| 
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m,(¢) s’évalue facilement, si l’on représente 4, sur un demi-plan au moyen de 


la fonction Z—yVC— 8, . 
m,(¢) = 2% — 0 + Arg(; — 5). 


Si tend vers a=, 3 = 9(C) tend vers l'infini. 6 et 6 restant fixes, 


Are(s — b) — Ares 0, Arg(Z— 3) — Arg£ ov. 
De l'inégalité 
Arg(£—8)+27-w292Are(s —0)+7, 


on déduit à la limite 
Jin ( Ar _ : Arg? ) me T0) 


’ 


> ñ 
CUS V0 —<. 


Tim Args < - 


2 


On démontrerait de même que si {> dans le domaine 


Argt >— 0 + ¢, 
ona 


E— 7 


lim Args > 


2 


d’où, au total, l'inégalité annoncée. 
Remarquons, puisqu'il s’agit d’une limitation asymptotique, qu’il suffirait de 
supposer que À contient le secteur S, 


[S| > Ry, |Argtoi<0—n, 


v, étant aussi petit que l’on veut pourvu que R, soit assez grand; on dit alors 
que x — est accessible par un angle d'ouverture 20. 

Ce lemme nous a servi (') à montrer que si a est angulairement accessible 
dans A, la fonction [= f(z) a pour limite angulaire unique «=o; en effet, 
a un chemin À aboutissant en « dans un angle |Arg¢|< w —:, correspond 
FES 


dans D un chemin L allant à l'infini dans l’angle | Args | < —— sur lequel /(s) 
a pour limite « =o. La proposition résulte alors d’un théorème de M. Montel 
F1, p. 19]. Mais nous avons vu (Chap. II, § 20) qu’il n’était pas nécessaire que 
L soit contenu dans un angle d’approximation et qu'il suffisait que « soit 


accessible pour être la limite angulaire unique de f(=). 


La conservation des angles. 


30. Définitions. — Nous dirons que la représentation {= /(3) de D sur A 
est semu-con forme au point « à l'infini si le long de tout arc de Jordan s’éloignant 


(1) CR Acul. Se., L 212, 1941, p. 977. 


ÉTUDE DE LA REPRÉSENTATION CONFORME AU VOISINAGE DE LA FRONTIÈRE. 79 


) à l'infini dans une direction d’argument déterminé 4, Argf(z) a une limite 6 
| satisfaisant à 


J—=rV+u (4, p const.). 


{ Si À —1, la transformation conserve l’angle de deux courbes à l'infini. Sid 1, 
elle le multiplie par le facteur 2. 


Nous réserverons le mot de conforme pour le cas où il existe une limite c 


finie et non nulle du rapport i lorsque = tend vers l'infini dans un 


angle: Args' < 9,< . Cette limite est la dérivée angulatre de f(z). Le domaine A 


est alors dit va/able au point à — +. Plus généralement nous dirons que A est 


sk 


G) a une limite c(o Cc <a) 


valable sur un angle d'ouverture kr si le rapport 
Z 


lorsque = tend vers l'infini angulairement : il en résulte que Arg /(3) — AArg= 
a une limite, donc que la représentation est semi-conforme. La réciproque n’est 


| pas vraie. 


Taéorème. — Il revient à M. Ostrowski *[1, p. 447 |, d’avoir trouvé la condition 


| nécessaire et suffisante que doit remplir le domaine A pour que sa représen- 


tation soit semi-conforme à l'infini, à savoir que : 
1° Il existe un intervalle 4,,0, tel que A contienne les secteurs S. 
§,te< Arges <<, — 2, elles byes 
2 étant aussi petit que l'on veut pourvu que R; soit asses grand. 


2° Ilexiste sur la frontière de À deux suites de points telles que 


7 sod 
Î SV+1 3 
Fy-—> 20, Argt,— 0; > ÈS 
=V 
(29) Pe 
s V+ 
4 CO, Arg t+ 49, ee +1. 
DA 


ne 


ws 
T 


== 


2 TE 


La démonstration de M. Ostrowski (') est une très belle application de la 
mesure conforme. Le principe, au moins, en est simple et nous a servi de point 
de départ pour l’étude de cas plus complexes. Nous allons cependant essayer 
d'en donner ici une démonstration plus intuitive fondée sur une méthode de 


M. Montel *[1, p. 6]. 


- (2) Une autre démonstration de ce théorème, basée sur l'intégrale de Dirichl et et, à notre avis, 
moins directe, a été donnée par M. Caleh Gattegno dans le Bulletin des Sciences Mathématiques, 
1938, Ire Partie, p. 12. 

6 # 
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31. Démonstration. — S'il y a semi-conformité de la représentation au point a 
avec 9=AY+ 4, nous pouvons toujours nous ramener par la transforma- 


tion = (Ce-i# y au cas À — 1, =o. Alors le domaine (que nous désignerons 
encore par A) doit contenir les secteurs S. 


i 


bArst ie sees i foc Re: 


Nous supposerons aussi que {=o est un point frontière accessible de A et 

correspond à 3 = o (ou s’y ramène par des translations). Soit? = /(z), z= 9(¢) 

la représentation de D sur A et de A sur D. 
Posons 


. 


(RZ) 


PRIE 7 ORL 


(R= const. positive). 


C’est une fonction univalente qui représente sur D le domaine A, homothétique 
le A a l'origine dans | ees yuo sen 
de A par rapport à l'origine dans le rapport 5; St<--0. DR(É) > 0; SIC —+ 20, 


oy(<) -> 005 enfin | o,(1)| =1. 
Montrons d’abord que /a condition nécessaire et suffisante pour que la représen- 


tation soit semi-con forme à l'infint est que, quel que soit € fia’ tel que | Argo |< ~s 
Or(C) +f, lorsque Ro. 


La condition est suffisante, car en prenant ¢ = e”, on voit que 
Argo(Re”) +9, si IN1< 5; 


l’angle de deux rayons est conservé, donc aussi l’angle de deux courbes. 
one gare: mur 6. . TA 
La condition est nécessaire, car si Arg o(Re”) — 6 quel que soit 4 ( I< ai 
Arg on(C) > Aree, done on(€)—>£% 


(Arg? est une fonction harmonique uniforme dans A). 


32. La famille des fonctions 2,(<) est définie, pour R assez grand, dans 
tout domaine strictement intérieur à l'ensemble limite intérieur restreint des 
domaines A, et elle est normale dans ce domaine, puisque les valeurs de Pr(S) 
tombent dans le demi-plan D. Montrons que les fonctions inverses /,(z) définies 
dans D forment aussi une famille normale. Nous savons que = 9,(1) a pour 


moduler, et d’après notre lemme (où l’on fait  — ); ona 
2 


TL | Te 
lim} Arezni Ss: 


4 


Ne ; A à à 5 —1 à 
Représentons D sur le cercle C(w:1<r) par a: = = Au point 3, correspond æ, 
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tel que 


Tim! n| Stang 
Donc. pour R assez grand. 


| | i 
PURES 
2 


Posons fl z:(#)]= gar). La fonction gyi) est univalente dans C, prend au 
point «, la valeur =1 et recouvre pour R assez grand le cercle de centre 2 = 1 
de rayon cos¢ (< > o quelconque donné), puisque A, contient les secteurs homo- 
thétiques des secteurs S.. Elle ne recouvre aucun cercle concentrique de rayon 
supérieur à 1. puisque [=o appartient à la frontière de tous les domaines Ay. 
Donc (voir P. Moxrer, *[2]. p. 30) g,(w4). reste compris entre deux nombres 
positifs credits de R. et. d’après le heures de Keebe, on aura dans tout 
cerele (, ('w!<r,<1) une double limitation 


OS KUT) EVO na: 


De plus, comme g,(4x)=1, | ga(v)! est borné uniformément et les familles 
er (æ) et f(s) sont normales. 

Soit =, un point fixe quelconque intérieur à D, on peut enfermer son corres- 
pondant w,, ainsi que w,, dans un cercle C, fixe. On joint, à &, par un chemin L 
complètement intérieur à C, sur lequel !g,(æ)| reste supérieur à k(r,) =f. 
Quel que soit le point # sur L, g,( 4) est univalente dans le cercle de centre «, 


de rayon 1—r,; donc g,() recouvre le cercle de centre ¢=gy(), de 


ki(i —r) 
rayon 1 
y A 


joignant les points ¢ =1etZ,— /,(z, ), et restant à une distance de la frontière 
de A, supérieure a d, d étant indépendant de R. Donc les points /,(3,)ne peuvent 
s'accumuler que dans un domaine connexe contenu dans (ensemble limite inté- 
rieur complet des A, et contenant  =1. 

Si nous considérons une suite partielle convergente /, (3), sa limite est, 
comme l’a montré M. Montel, une fonction univalente /,(:) qui représente 
conformément D sur le plus grand domaine connexe à, contenant le point C= 1 
et contenu dans l’ensemble limite intérieur restreint 4, des domaines A, de la 
suite : car la suite /, (z,) tend, d’après le raisonnement précédent, vers un 
point £, de 3, quel que soit z,. Et réciproquement, si l’on considère la suite des 
fonctions inverses 2,,(%), elles sont définies. pour n assez grand, dans un 
domaine donné quelconque strictement intérieur à 2, (connexe ou non). Dans° 
la limite de +4, (©) est la fonction $o(<) inverse de /,(3); dans un autre fonts 


Au chemin L correspond un chemin A, intérieur à A,. 


connexe à, distinct de à, et intérieur à 3, (s’il en existe), o,,(¢) tend vers une 


constante imaginaire pure. 
Le cas qui nous occupe ici est particulièrement simple : nous voulons, quelle 


que soit la suite R,, que 
or, (C) > &, Sa, (4) 
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L'ensemble ?, doit se réduire au demi-plan € >. Or, si les suites de points 
de M. Ostrowski n’existaient pas, on pourrait trouver une suite infinie de 
secteurs S, intérieurs à A définis par 


RNA TERRE Peg Se Ue ( fixé) 


et l’une des inégalités 


Fr 


“<Aret< = +%, == >A >> =~ —b, 
D} 24 2 


| 


les domaines A,, contiendraient un secteur fixe s homothétique des S,, et pour 
la suite A, le domaine 4, défini précédemment-contiendrait, outre le demi- 
plan (2>0), le secteur s. Réciproquement, si les deux suites Cy CRE 
M. Ostrowski existent, A, admet dans sa frontière les suites homothétiques 
dans le rapport F lesquelles ont pour ensemble limite, lorsque R + o, l’axe 


r ; r! 
SV 2+! 


imaginaire tout entier (a cause des conditions =, a 
le mème pour toutes les suites R, et coincide avec le demi-plan £ > 0. 
o.() doit alors représenter à, sur D. Or 9(0) = 0, 99(%) = æ, |.(1)' =1. 
Donc o,(C) =f et ?,(€) ne dépend pas non plus de la suite considérée. 
é. 0. Fab: 


> 1) : donc à, est 


33. A cette étude se rattachent les #héorèmes sur les plis de M. Ostrowski 
*[1, p. 449-471]. Le domaine A satisfaisant aux conditions du théorème pré- 
cédent, M. Ostrowski définit le noyau A* et les plis F, du domaine. 

Pour a, >o assez grand, la demi-droite £ © a, portée par l’axe réel est 
contenue dans A. Pour tout p >a,, on désigne par 3, le plus grand arc de la 
circonférence |C!== 9 contenu dans A et contenant le point = ¢. Le noyau A 
de A est l’ensemble de tous les points de tous les ares 8,. C’est un domaine 
simplement connexe dont la frontière est formée de points de I et d'un 
ensemble fini ou dénombrable d’ares y, de certaines circonférences LG] =o 
Chacun de ces arcs y, est une coupure de A qui isole un domaine simplement 
connexe F, contigu à A* appelé plz du domaine. 

Si {est un point intérieur ou frontière de A*, on pose c(()= 

Si f est un point intérieur ou frontière d’un pli F,, on pose ¢(C) = py. 

Par la méthode de la mesure conforme, M. Ostrowski démontre le théorème 
fondamental suivant. 


i | 
Sue 


PREMIER THEOREME SUR LES PLIS. — St 0(C) > 2, /0(C)|~ @[ 0(C)]. 


La définition des plis fait jouer un role particulier à l’origine. Mais 
M. Ostrowski montre que si l’on change d’origine, la nouvelle fonction c'(C) 
est équivalente à o(C) lorsque 0(C) > a. 


34. En rapprochant ce théorème d'une extension du lemme de Schwarz 
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donnée par M. Julia (‘), nous obtenons un lemme dont nous ferons usage dans 
la suite. ù 


Lewme II. — Sr le domaine A contient un domaine À, admettant aussi à — oo 


comme point frontière accessible et valable en ce point sur un angle d’ouver- 

ture mn, et st l'on représente A sur D par fonction 3 = 0(%) avec correspon- 
Fine (a 

(€) 


Démonstration. — Nous pouvons supposer les axes choisis de telle sorte 


dance des points à l'infini, le TR ere = reste borné lorsque ¢(C) > o. 


que A, contienne les secteurs S. : | Arg?! < — th D'après le 
théorème sur les plis, il suffit de démontrer la bite pour les points €=¢ 


de l’axe réel. Soit [= /,(s) une fonction qui représente conformément D 
sur A, avec correspondance des points à l'infini, et s=9,(Z) la fonction 


inverse; A, étant valable sur un angle d'ouverture mz, tee) 
lorsque s-> 20(|Argz'<0,< 5): 

La fonction o(¢) représente A, sur un domaine D, intérieur à D. La fone- 
tion o[ /,(3)| = Ÿ(:) représente donc D sur le domaine intérieur D,. D’après 
le théorème de M. Julia 


. Ri[Wvls)| 
PA ay (DST LG), 

Fe PY fe ‘ 
st 

== GR, silo) cc, Ares 0, pai dl >, 
O1(p) 

et, comme 

Pure NIN 3 5 oe 


q ea 


CO FD: 
Application à l'étude des limites de /(:). 


35. Nous allons appliquer les considérations précédentes à un problème 
qui nous a déjà occupés (Chap. II, § 22), mais cette fois d'un point de vue 
local : préciser, selon la ton géométrique de la frontière P de A, 
l’ordre de contact avec y/y des courbes T° s’éloignant à l'infini dans D sur 


lesquelles la fonction = /(:) a pour limite unique «=x (l'ordre maximum 
\ 


, , , . CORRE . loc a 
de contact d’une telle courbe avec l'axe v'y à l'infini est & = — lime +1 ). 
En supposant que la représentation de A sur D est semi-conforme à l'infini et 
que À contient à son intérieur un domaine A’ valable au point x= x, nous 


avons obtenu le résultat suivant. 


(2) G. Juura, feta Math, t. 42, 1920, p. 349-355; pour l'application à la representation conforme, 
voir les Mémoires de MM. G. Valiron et C. Carathéodory cités dans j'Introduelion, p. ». 


Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 2. tt 
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THéorème. — Sr l’on peut former un domaine A* contenu dans À admettant 
dans sa frontière le point «=, mais aucun point accessoire du bout E(æ), en 
enlevant de A une suite de domaines périphériques (poches) A,, séparées de A* 
par des coupures €, dextrémités 0,3, sur T, la coupure ¢,, étant contenue dans le 
cercle de centre «,, de rayon On, et satis faisant à : 


. + 
Ô On 

(30) On—> ©, 0 Onh / 5 < pon Un) 

3 ( 


R, 
[p étant une constante > 0, Ra=|%n|, On—= p(an)]. 
Alors {= f(s) > « lorsque 3=2x+iy + dans le domaine x2ay~' quel que | 
soit a >o. “ 
Plus généralement, si A contient un domaine A’ valable au point à = + sur un 
angle d'ouverture mz (par exemple un secteur angulaire d'accessibilité) la 
dernière condition (30) doit être remvlacée par 


ne) 
(31) On LHVOnRntn BASE à 
36. Démonstration. — Soient (fig. 5) A, la poche séparée de A par la 
Fig. 5. 


coupure ¢,, et A,—A— A, le domaine simplement connexe restant: F, la 
portion de la frontière I’, définie par son voisinage, qui, avec la coupure 2,, 
limite A,, et correspond à un segment s, de y’y limité aux points a,, Dn, 
correspondant respectivement a %,, 3,3 z! l’image dans D du point  — Pn de 
CE ! , (04 . ~ - , ! 4 

l'axe réel 0, point qui est contenu dans A et A’ dès que ¢, est assez grand. 


D'après les propriétés de la mesure conforme 
<8 \/ , 
| Pn — %n | 


min ln A)= ms), Sa, Dy) =o) Arg 
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2, étant sur la frontière de A, on a 


lim \re 2, > LS FO Lu .. 
. Ar 7] ——— On = 
Puisque 
A b =’ ET 
— + 0, es, et Arg À Un ee 
On An © Sn— On 
ee, oy | 
ae le premier théorème sur les plis, si l’on pose r,— 2, en 
voit que © ~ 1. D'autre part. la représentation étant semi-conforme, Argz! 0. 
Tr 
Donc 
| à Je ; T 
| Arg(3n—@n)! > 7) pi Ne cil tear ge 
4 


Dans le triangle a,6,=, la longueur /, du segment s, est équivalente 


oor » donc 


Sear 


Un 


(32) nn (En — 0 lorsque nr — 20). 


Soit une suite €, de points de A tendant vers un point accessoire w du bout 
premier E(æ) a distance finie, ¢(¢,,) > 00. Dès que p est assez grand, £, ne peut 
plus tomber dans A*, puisque ce domaine n’admet plus w dans sa frontière. 
Donc €, tombe dans une poche A,, . Il est impossible que l'indice n, reste borné 
lorsque p — , car l’image d’une poche A, est un domaine D,, contenu dans D, 
tout entier à distance finie. Or si {,— w. z,— >, le point =, ne peut rester dans 
un domaine D,, d'indice borné. 

Évaluons la mesure conforme de F, vu d’un point ¢ = /(z) intérieur à A,, 
dans A;.si'|¢—a,' >c,,ona 


(Gel) 77 (C1 A,)—=Sre mir, ,)22n—84/ = 


D’autre part, 
35 — An 


g 
5 — b, 


nn A) (ee ay D) ANA 


su 


s 64 « : fe 
| Done |¢ — a, PS = o, entraine | Arg = 


aes 27 


na 


» angle a, 26, est alors le plus 


me 


petit angle de ce triangle 


1 en + bn Ge 
2 = 


n> 


ce oe i! 
2 


| grand du triangle a,b,z; supposons, pour fixer les idées. que 4, soit le plus 
| 
| 


! Puisque l'angle en = du triangle est obtus, l'ordonnée » de = est comprise entre 
+ les ordonnées de a, et b, et son abscisse x vérifie 


atk 
sa 
w Sl, tang dy A PACE 


de 


| Appliquons cette inégalité à ¢, et ala poche A,,; lorsque p --x. 
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8 Ey ! ! . 
eo ab y/ pets (&—>0); 
p 


en comparant à (32) on obtient 


64 ” rh 
The = (a+ £5) 


Wie 


(Ep —> 0). 


po lp 


D’après le lemme II il existe une constante K telle que 7, < Ko, puisque A 
contient un domaine valable. D'autre part, 


El, c'est-à-dire 


puisque |», | est compris entre |a, | et \b,, . 

Ces inégalités, jointes à l'hypothèse (30), montrent que x,|y," reste borné 
par un nombre H fini indépendant du point w lorsque p>. Donc si = tend 
vers l'infini dans le domaine x >H|y , le point —/f(:) ne peut avoir pour 
limite aucun point accessoire © du bout E(+) à distance finie et f(:) >. 
Mais il résulte alors d'un theoréme de M. Montel *[1, p. 36], que f(s) a même 
limite « — lorsque 3-> dans un domaine x >a|y|~* quel que soit a> 0. 

Si, plus généralement, A contient un domaine A’ valable sur un angle 
d'ouverture mz, le raisonnement n’est pas modifié, mais on a 7’ << Kz, et. 
pour arriver à la même conclusion, il faut modifier légèrement l'hypothèse. 

Le cas limite £—— 1 correspond à la convergence angulaire déjà étudiée. 
La condition (31) n’impose alors rien de plus que la semi-conformité de la 
représentation; mais, comme nous l'avons vu, cette condition n’est nullement 
nécessaire. Il semble difficile d'obtenir pour / > — 1 des conditions à la fois 
nécessaires et suffisantes. 


37. Exemples. — Pour k=o nous obtenons une condition suffisante pour 
que /(3) ait pour limite unique z— lorsque z->2% dans un demi-plan 
quelconque (x > a > 0), ou, si l’on représente D sur le cercle C(|w|<1) et 
posant f{3(4)] = g(), une condition suffisante pour que g(s) ait une limite 
unique lorsque s tend vers un point de la circonférence K(‘«°'— 1} en restant 
dans un cercle tangent intérieurement à K en ce point. 

La condition est toujours satisfaite si la frontière de A est toute entière 
comprise entre deux droites, par exemple entre €=o et ?——1, ce qui 
n'exclut pas l'existence d'un bout premier admettant pour seul point acces- 
sible x= + et possédant un continu de points accessoires, comme le montrent 
les deux exemples suivants (fig. 6 et 7). 

Dans ces exemples, le domaine A est formé par le demi-plan Ë> —1 dont on 
a Olé soit (/ig. 6), les segments 


n= m(: +1), nr <a G (m entier quelconque); 


ÉTUDE DE LA REPRÉSEMTATION CONFORME AU VOISINAGE DE LA FRONTIÈRE. 87 


soit (fig. 7), le continu 


. 1 T 


Dans les deux cas, le bout E est constitué par la droite £——1 en entier. 
| Il suffit de prendre pour coupures ¢, des segments parallèles à l’axe réel; leur 
| longueur est toujours inférieure à 1. On pourrait aussi prendre pour 


| serait le noyau de A. Dans tous les cas, on peut choisir les points «, de maniére 
que c,=R, et la condition (30) est satisfaite. 

La propriété peut d’ailleurs se démontrer directement comme application 
| d’un théorème de M. Julia étendu par MM. Valiron et Carathéodory : on sait en 


| 
(| 
| 


= Fig. 6. Fig. 7. 


| | 


ss que, dans ce cas, il existe une constante c (0 <<c < x) telle que 


| eg+izeze: [ie i+in=fie +h)l 


Donc, si s==a-+iy— x dans le demi-plan æ >c, nécessairement. D: 
à Le résultat se déduit alors du théorème de M. Montel. 
\ Plus généralement, si la frontière de A est comprise entre les deux courbes 


à + T— ly, oA 
Lo no ee (ASB. (Eur 
N ( )à) = 


+ les conditions du théorème sont satisfaites. Remarquons que c'était la condition 
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suffisante trouvée par MM. Bessonoff et Lavrentieff(') pour que le domaine A 


soit valable. 

Il suffit d’ailleurs que A contienne le domaine A, valable défini par CZ A in|" 
et possède une double infinité de points frontières «,, &, (fig. 8), compris 
entre les courbes CC’, tels que : 


—k = 
Arg ap a me In? HX. Ria - Ri wR, Gk Xn) 
i > (> 0). 
/ ! , D ke AS Oe 
Aro — = a ’ n> HL, RE Fer nee wR, (Re An 1) | 


En effet, on peut supposer, sans restreindre la généralité, que le point «, 


est une extrémité de l'arc du cercle 5 — «, qui appartient au noyau de A, 
sinon on le remplacerait par une extrémité convenable de cet arc. 
Alors ¢,==|%,'==R,. On prendra 5,—= 2,2; et 5, sera la coupure constitue 


par deux segments parallèles à l'axe réel limités à leurs points de 
rencontre «, 4,., avec C, et par l’arc de C qui joint a à &ÿ,,. La longueur de 
cette coupure est de l’ordre de R, ,—R,,, donc elle satisfait à (30). On opère de 
même sur les points ~,. 

Remarquons que les suites «,, «, satisfont aux conditions de M. Ostrowski, 
et que leur existence entraine la semi-conformité de la représentation; on 
verra au Chapitre IV qu'elle entraine mème l'existence d’une dérivée 
angulaire. 

Pour terminer donnons un exemple distinct des précédents (fig. 9). Étant 


Ce 
: 
C C 
ty 
ei 
cH ie 
Fig. 8. Fig. 9. 
IPE ite bs avs De . . . = ; 
données deux suites de points a, #, sur l'axe imaginaire(a,— ¢R,, &,—— R,) 


(1) Bull. Soc. Math. France, L. 58, 1930, p. 195-198. 
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s'éloignant à l'infini et satisfaisant à 


Ras: ae; Re BR Ria ar | ies DR (ue = 0), 


| le domaine A est constitué parle plan de Ÿ dont on a ôté les coupures formées 
| par les demi-cercles 


Rig may 
= (A0) 


In 


2 


¥ 


(0) 


le bout E est formé par l’ensemble des points de l'axe réel négatif OZ’. Les 
conditions (30) sont satisfaites. 


CHAPITRE IV. 


CONDITIONS D'EXISTENCE D'UNE DÉRIVÉE ANGULAIRE. 


38. Nous rappellerons tout d’abord les résultats de M. Ahlfors. 

Nous supposerons toujours, dans ce qui suit, que A admet le point « = + 
comme point frontière accessible correspondant à a = x et le point 5—0 
correspondant à b — 0. 

On pose 


D logE = Xe TY, s— log: =u+ ip, 


| 
i a({) et s(z) sont deux fonctions uniformes respectivement dans A et D 


} qui représentent A et D sur deux domaines Q et B. Soit 3, le plus grand 
# arc du cercle ¢{/=o, contenu dans A et coupant un arc de Jordan 


| 
: B(|Argt|< © —c, 1553 53h donc pour 2, assez grand la demi-droite 


(} 


donné joignant 3—0 à 2 — 0. | Dans le cas où A contient les secteurs 


=0,2>0,, l'axe 3, sera choisi de manière à couper cette demi-droite 
pour 5: ><,; lorsque p varie cet arc engendre le noyau 4” de A.| Soit 6, la 


coupure du domaine D image de %, dans la transformation z= £(°). 6, et F, 


{ 
stg 

! serontles coupures correspondantes des domaines Q et B. On désigne par @(e) 
| la longueur de la coupure 6,; par u.(¢) et u,(p) respectivement le maximum 


et le minimum de 4 = logr sur la coupure 6,. 


Alors si | 
t i dp Ss 

Go 0 >? 
49 > fy 2 uh 9 0(0) 

ona la première inégalité |. - \) 
VE Le ve 

99) D RESTE ) aE do Ur 

(99) tty (0») 2( 04 sol Bg PO (0) a 


Cette formule se démontre à l’aide de l'inégalité de Schwarz. Jointe à une 
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deuxième inégalité qui donne une limitation en sens inverse, mais. dans des 
cas plus restreints, et dont nous ne nous servirons pas ici, elle a permis à 
M. Ahlfors d'établir le théorème suivant. 


TaéorÈue. — Pour qu'il existe une dérivée angulaire 


A 9) 
c= lim : RDC AOC) 
rer 


A. Il est nécessaire que l'intégrale 


: “z—Olp) dp 4 
(si if @(p) op 


soit bornée supérieurement et que pour tout domaine A contenu dans À, symétrique | 
par rapvort à l'axe réel, pour lequel la fonction associée O( 2) est à variation 
totale bornée, l'intégrale 
r--6(0) ds 
(35) { Leds aN = 
oll @ (9) 2 
soit bornée in férteurement. 


. Il suffit que si l'on désign 7 maxim eae: Ci : 
B. Il suffit que si Vo ugne par w., le maximum de = iArge, sur la 


frontière de À pour K’S|C'S K’*', K étant une constante positive quelconque 
supérieure à 1, et st l'on pose 


Si Hy< 0, 


PRE ES : 1 i à + . 
la série > A, converge (*) ainsi que l'intégrale 


VI 


(36) [ | O(a) RER 


39. Citons, comme application de la première inégalité, l'interprétation 
géométrique des résultats du Chapitre IL. Nous avons vu que, pour une plénitude 
de points a de y'y, lorsque 3 a dans un angle d’approximation f(z) a une 
limite «(a)et 


/ <= (2)— > 
f'(2) Vs — @-> 0, TORY set BMG 
Vz—a 
D > =f oti G : J 9 l 3 
Par les transformations homographiques 3, = = Fiz On se ramène 


(1) M. Groolenboer a montré qu’on pouvail remplacer cette condition par la suivante, un peu plus 


« 2 
rénér: de à afin d'inels Le JAI NT Re : RT Og oy asl 
venérale : 2, étant défini dans Vintervalle £,£i61££,.1 il suffit que les séries Ay el > À, log == 
a Py 
1 1 
convergent. 
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i ane 2 de à ; 1 Te 
au cas où : — f(3)-> 20, lorsque = : x (|Args|< © — « ). Alors 
gs = 
JU) . I 
— +x, logo — - logr > x. 
as 3e — = log 


+; lorsque R — >. 


1 Done, quel que soit R,, on ne peut avoir constamment pour R>R, : 0 < =. 
| Autrement dit, il existe une infinité de valeurs de ¢ pour lesquelles A contient 
jun arc 5, du cercle ‘Ÿ —: de mesure supérieure à =. Et plus précisément, la 
Avaleur moyenne de @(o0) calculée en prenant logo pour variable, dans 


| l'intervalle 1£££R, a une limite inférieure au moins égale a“ lorsque R-> x. 
ae : 2 


40. Propriétés de Vintégrale de Poisson. — Soit 
Es) = Ga Ge ye (ay) 
tune fonction holomorphe dans le demi-plan droit D et sur sa frontière y'y (220) 


‘dont la partie réelle G(x, y) prend sur l’axe y'y une suite continue de valeurs. 
“soit g(y). L'intégrale de Poisson (‘) transformée donne 


née eh 1 1 
ENS af ( - : e(v)dr. 
3 (50) Te =e Par ae ; 


CAE K 


| 
| 
| 
BB, posons maintenant que F(s) soit holomorphe seulement dans l'intérieur 
‘de D et pas nécessairement sur y’y. On considère alors la fonction continue 


Mg-(y) = G(«, y) et l'intégrale 


i € 5 Le | i 
(37) Nope ge E | el) dy, 


lindépendante de € dès que ¢ << 2. 

Supposons que G(r, y) soit bornée et tende vers une limite g(y) lorsque, 
ty restant fixe, x tend vers zéro, pour toute valeur de y, excepté au plus pour 
‘un ensemble E de points a = ty de l’axe y’ y tel que 


4 y dy 
ev) 
K es a le 


| Si l'on fait tendre € vers zéro, l'intégrale (37) existe à la limite comme 
lintégrale de Lebesgue, car la limite de g.(y) est une fonction g(y) bornée, de 


i 


| (1) Voir Farou, Acta Mathematica, t. 30, 1906, p. dbo. 
Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 2 
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première catégorie, donc mesurable, et définie en tout point de y’y étranger 
à E. Bornons-nous à considérer 


1 a I 1 À 4° . . 
(38) Wire a) Mirada 2 f laa aaa lelx)— #l—p)] 7 dr. 


Pour que H(x,, 0) ait une limite finie lorsque x, tend vers l'infini, il faut et 
il suftit que l’intégrale de Lebesgue 


im ay eS : 
[g(y)—g(—r)]-=— soit convergente. 
f TRES a) Mi 


On voit que dans cette intégrale on peut négliger l’ensemble E. 


41. Appliquons ces considérations à la fonction 


HE) clos JU) = ilog* — (Argt — Args), 


/(=) étant toujours la fonction qui représente conformément D sur A; on à 
| Aref — Ares <37. 
D'après les résultats du Chapitre ICS 21)(‘), si 3 tend vers un point 4 — tt 
de l'axe y’ sur une parallèle à Ow, le point ¢= f(s) tend vers un point 


accessible de la frontière de A à distance finie ou infinie, excepté au plus pour 
un ensemble E de points de y’ y tel que 


dy 


SS) 
EU 


À Sa d 
==Kiy donc a fortiori 
} 


54 
ANS 


leeks Jae ; ; al ACERS ACL 
Si f(z) a une dérivée angulaire c = lim Re log eet tend vers la 


LS ay wey 

limite finie loge lorsque a, tend vers l'infini. Pour celail faut et il suffit que si 

l’on pose » 

MS ery Nyy ese 2 
5 = = 


+ 7 St), 
Fr ) 


l'intégrale (39) ie Igy) saab Gai ko converge. 
“ie 
| ge) existe si le point a = ct n'appartient pas a E|. 


Si le domaine A est symétrique par rapport à l’axe réel, 


LOIRET le OG) 


J 
(notations de M. Ahlfors). 


(On applique le résultat ici au voisinage de «= x, ve qui est possible, parce que Jere 
delinie dans le demi-plan D entier et qu'on étudie les limites de f(z) sur la sphère de Riemann. 
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D'après une remarque de M. Ahlfors il est suffisant, pour l'existence d’une 


| dérivée angulaire, que le rapport VOL reste borné inférieurement et 


i is | 


supérieurement lorsque 3 tend vers l'infini sur un chemin L contenu dans 
| T. , + a 
[un angle |Args|< 5 —:, par exemple sur l'axe réel: donc il suffit que 


l'intégrale (39) soit bornée en module. 


Conditions suffisantes. 


42. Pour qu'un domaine A soit valable, il suffit qu’il contienne un domaine 
à valable A, et soit contenu dans un domaine valable A, : car si A contient un 
| ; f Une) 

) domaine valable 4,, nous avons vu (lemme II, Chap. IIL) que le rapport ee 


18(S) 
+ est borné angulairement, et l’on montrerait de même que si A est contenu dans 
p(&) 


5 © est borné. La condition cherchée se 


à un domaine valable A,, le rapport 
À décompose ainsi en deux parties. 

. Comme domaine A, nous prendrons un domaine simplement connexe, 
| symétrique par rapport à l’axe réel, contenu dans le demi-plan droit £=0 et 
à limité par un arc de Jordan. Pour qu’un tel domaine soit valable, il faut et il 
) suffit que l'intégrale, toujours positive, 


| eat ] dy 33 dy 
“ (59) { E — ef) | =" 24h ANA es 
1 EE “ 1 cv 


a . ; 
+ soit bornée. 
* Pour former A, (fig. 10), nous nous-donnons une suite positive croissante 


Fig. 10. 


| quelconque p,, Pa...» pus - +» (dy > 0) et nous désignons comme précédemment 


i 


: T six AN 7 
\ par y, le maximum de= — | Arg|sur la frontière de A pour p,£'£1£o, ,. par /, 
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le plus grand des nombres o et p,. A, sera l'intérieur de la région formée 


k Tk Se 
par la réunion des secteurs p,£151£p,., | Argf|£= —A,. La frontière de A, 


: oor , a à 
est une ligne brisée formée d’ares des cercles 2 =¢, et de segments des 


demi-droites | Arg¢| = = —i,. Dans la représentation conforme de A, sur D 
[<= fi(3): 5 = 2: (2)| réalisée de manière que les points a l'infini et les axes 
réels se correspondent, il y a correspondance continue entre les frontières. 
Posons 


ic ‘ 2 ; 
Dr, == OYE a HN CAN" ; by = hy + 


Considérons le segment a, 3, de la frontière de A,. Il est dans le cercle 
T, so —=2R,|<Sp,u,, d’autre part l'arc B,«,,, de la frontiére de A, est intérieur 
au moins 


~ 
on 
4 
x 
% n 
CT 
x 
™’ 
< 
4 
= 


HWA IM 


< 
~ 
1 


Done, tout point frontière de A, tombe au moins dans un cercle L’, ou dans son 
symétrique par rapport à l’axe réel. Soit A, le domaine formé des points du 
demi-plan droit (£ > o) extérieurs aI). 

D'après les propriétés de la mesure conforme, si 6, est un arc de frontière 
de A, contenu dans F°,, K, la demi-circonférence (1T— 12, = s,u,. ? > 0) qui 
limite A,, et Z un point intérieur à la fois à A,etA,,ona 


Ce) STDs IG, Ab) 


Mb a eee re sig ; Mh tha es 
Appliquons cette inégalité au point [= -, de l’axe réel, intérieur à A, et A, 

si v est assez grand, 

1— (1— Wy) au 


/ Vv 
5 = { Arc tang ———,- 
L-—U(1-4- ,,) : 8 2. iis, 


m(6y, Ky, Ay) = 4 Arg 
Dès que w, est inférieur à 1 ona 
m(y, 99, A; )< 8a. 


Le domaine A, est un domaine « sans plis » dont la représentation sur D est 
semi-conforme à l'infini sid,->o. Alors, d'après le théorème sur les plis de 
M. Ostrowski (§ 33), si l'on pose 


I, == 91 (by), (by = 9 (Hy), v= A HOR 
on voit que 
IN i b.,' 
i 4 =O, 1 Ar Te 
ry, l'., 


en outre, SI, + 0, 
QE) \ lus 


9 
ay ly 


—> L, 


Soit s, le segment de l'axe y'y correspondant à l’are oc, Il est vu du 
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Le] 
oO 


point { =r, de l’axe réel sous un angle ©, 


I 
RAS Sy DMS 5 (ey, Cpa) ee 


Donc 2, —- o et la longueur /, de s, est équivalente a \ 27,9% d'où 


lo 2 ry Uy(1+ €,) (ey v). 


Sa longueur logarithmique, soit d, — [ a est limitée par 


See 


dy 4\2u,(1 + e,) (ASO 


donc d,< 6u, pour » assez grand (soit » > v,). D'autre part, sur 5, le maximum 


: Cal = 
g(”) ae OUR: 
= : 


% 


7 < fe 
de a Arg ~ est /., 


Tout point de la frontière de A, appartient au moins à un arc 5, où à son 
symétrique c, par rapport a l’axe réel, donc les segments s, recouvrent le demi- 
axe positif Oy 


J'en <6 Di, «0 Lars yh pve ey 


0 V—Ye T= 5 


2,. La convergence de l’intégrale ( 30’) est assurée si les deux 


Oy. = 
Posons log —— 
2) 


séries > et D Aves sont convergentes. 


LE À V1 


oe 


= , SUR 
 THÉORÈME I. — Sz les deux séries > À, el DE 1,2, sont convergentes, le domaine A, 
ae | 


est valable. 
Exempte. — Soit A le domaine obtenu en enlevant du demi-plan = >> o les arcs 


de cercle 


M. Wolff (') a démontré, dans ce cas particulier, que la condition nécessaire 


trouvée par M. Ahlfors, à savoir la convergence de la série Dr était aussi 
. . LES , . 
suffisante. Ce résultat nous apparait comme une application du théorème | : 


. : . eke Lt £ 
donnons-nous en effet une suite <, décroissant assez vite pour que la série D dE. 


“ | 


(1) C. R. Acad. Sc., t. 200, 1935, p. 630. M. Ahlfors avait trouvé comme condition suffisante la 


; a 
convergence de la série > Oy. 
78 ye 
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=, . . . 1 k, S| 
soit convergente, et satisfaisant en outre à &,< > log=—- On prendra 
2 : 
ne == hyert, Psy = ye, Chat. Oy SO, Hiss aly Te 06 


13. Nous prendrons pour domaine A, la réunion de A et du demi-plan 
droit £ > 0. Supposons que le domaine A satisfasse aux conditions (29) de semi- 


conformité de M. Ostrowski (avec 8,—— 0, — + . - On peut donc trouver sur 


sa frontière deux suites infinies de points %,, Ÿ 


:, telles que 


Ts ? Te 
7 = R, Cr AN re on PTE) 5 ? a = Ki, Fe RES A re ah Te Bo 
2 < 2 
/ 
] R, RS Il Ri, eat ON 
où BR = In —7 Os Os R’ ar On Ber rll) 
n p 


Les deux suites peuvent ètre ordonnées de manière que 


RER La Ge ar donc 9,>0, 9, 0, 


Cherchons & quelles conditions supplémentaires doivent satisfaire ces suites 
pour que le domaine A, soit valable. Posons 


Ft ; Te 
Are, — . st gAres, > Sy 
= ‘* 
& Tv 
0 Su ANE = oe 
L % 

—Argt,—= : si Argt,<— = 

= Ne 

0 si Argt,, > capes 

Considérons le plus grand are (supérieur à 7) du cercle, © = R, contenu dans A,. 


Soit «, l'extrémité de cet arc qui a un argument positif; c’est un point acces- 
sible de la frontière du noyau de A,. On définirait de même le point a, d’argu- 
ment négatif 


Te te ; pale es œ 
Zn = Ris = S Argan © — + 07e Fo he Re <= a 2 Ar LA Der sh 8 0’ 
2. 2 pie = 


Nous désignerons par q, (fig. 11) la coupure du domaine A, formée par les — 
deux ares de cercle 


Ay 


; Tr pis sae } TC 
Re & SAret<Arga,; ESHA Wray = sArgés Aro ais 


et du segment de l’axe imaginaire joignant les points &R,, :R,.,. Cette coupure 


isole une poche Q, du domaine A, située dans le demi-plan £<o. Le 
yaa . 7 x ie : < . . " 
cercle ¢—7R, Re, contiendra la coupure En Si l’on prend 


Rai — Ra 


=) i 0, et R 


WU 
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S'ilexiste un point Z intérieur à Q, et extérieur au cercle V2 |S —eR,!S16R, +, 
ll on aura, en désignant par y, la portion de frontière de A qui, avec q,, limite Q, 
| | par application des inégalités (26 ) et ( 27), 


ra 


(ya, ne Wee Rae 
DUCTS Yay As) > ME, Vas Da) = 1 — m(E, Ge 24) > an —nq/ An ln ext 


16 Rach d 
Donc si z, 4,, a,., sont les points correspondant respectivement à 2, a, %,., 
dans la représentation conforme de A, sur D [réalisée pal ts), >= NS 
= OP ae ON ES 


Fig. 11. 


| avec correspondance des points à l'infini], on verra du point = le segment s, 
de l'axe y'y joignant les points a,, a,., sous un angle ©, 


I I ig 
n= =m (3;'Sn, Dh —70(6,. nj, Ax) > => 
2 2 2 


Donc 3 est intérieur au demi-cercle c, tracé sur s, comme diamètre et contenu 


dans D. 
On opère de même avec les points «,, x,., et pour toutes les valeurs de net p. 
on Ôôte du domaine A, tous les points, s'il en existe, intérieurs à une 


poche Q,,(Q/) et extérieurs au cercle correspondant I”,(I",); soit A, le domaine 
restant, limité par des arcs + Yi des circonférences F,, I”, et des portions de 
frontière de A,; soit D le domaine intérieur à D qui correspond à A, dans la 
transformation z— ?,(t). Les arcs de la frontière de D correspondant aux 


arcs y! sont intérieurs au demi-cercle c,. 
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Reprenons pour le domaine A, la démonstration de la première inégalite de 
M. Ahlfors *[4, p. 8]. La coupure 8, sera le plus grand arc (supérieur à x) du 


cercle ({|=5 contenu dans A, et @(¢) sa mesure en radians. L'image de 3, 


dans la transformation z= 9.(%) est une coupure b, du domaine D portée par 
la coupure b, image de 8, et n’en différant que par deux petits arcs contenus 
respectivement dans deux demi-cercles c,, c,, les indices n et p étant déterminés 
par Re < Rass, Re <R,... 

La coupure b, sépare l'origine du point à l'infini dans D. Donc a,., estsur Oy, 


r / 
4. SUE Oy’. x 
Posons 
Gas Dr (Tr Oy (UP Rp) 
DE: ; i 
d, = lors dj), = log 4+—. 
Mn 2 
Lorsque £ -> x, | 
1 Li 
yee I, =P Oy ANS OF 
l'a 
Faisons les transformations 5 = log¢ =X +1Y,s = logs =u + iv( fig. 12); 


la coupure b, a pour image une coupure T, du domaine B transformé de D, de 
longueur {(£), et portée par la coupure T, de la bande B(| Pi, < 2)» transformée 
de b,, de longueur U(¢)[ Ue) 2 9]. 


Soit A,—loga,, A, =loga’. Nous allons montrer que les extrémités de la 
coupure T, sont contenues respectivement dans les demi- cercles Le C, tracés 


sur les segments > eee An, Ans) et S, (joignant Aj, A’. .) comme dia- 


p+t 


27 


d, i 
mètres, de rayons respectifs ‘ ,” » et contenus dans B. Soit en effet P le demi- 
plan 6 < © > = un point intérieur au demi-cercle c,, et s = logs, 


nets, SA P) ZC ST ned aH ses = IN(S, on D), 
or 


x à NZ Sr 
HUCS Er PTE a Arg > ITU -BsaSiny D) = 2 Arg eee SAT: 
D 7 LA] 5 — 


Donc s est intérieur au demi-cercle C,,. 
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De même si =’ est intérieur au demi-cercle c,,s = logs’ estintérieur à C,. On 
| applique ceci aux extrémités de b.. EU, Fs 


D. 
Désignons par 
(6) loscillation de uw --log|9.(:), sur T,, 
H(2) l'oscillation de u —log|9:(£): sur 1 
= A fies are HA DO Nes 
P(e)27 +0 (gp), E(p)21 Tr — + | + @7(9) 27? — ald, + d,)+ 0715), 


| d'autre part, en appliquant l'inégalité de Schwarz, 
= 4 ds | 2 
MONS — <0 > 
fo) J, ARSE af af 
8, CR 
T= (6 = Soe | eds 
Te = 5) (6 ) (di d,,) +f EE x 
ae) 8(9) @ |e : 
Q 
Oo: ee eo ee Xe \2 j 
af TE des f r(d, + d,) 2 i. [ S| dd dY, 
5  @(c) ; p@(o) Ly, 5. | lo 


X, = logp:, X2— log pe. 


| d’où l'inégalité 


HA 


en posant 


Soient 7,(9) et 7.(¢) respectivement le minimum etle maximum der— 5,(7) 
sur b,, de même r,(£)etr,(p)le minimum et le maximum de r sur b, 


ri (4) SFi(0) S7a(6) Sr2(0), 
) 


@(p)==logra(¢) —logri(p); — w(p) = logra(p)—logri(g); (Pp) 2 (9); 
e Ti - log id 
log 1(p) — log ri(p) <a baa ease 
log ry (9) — log 7r2(p) <d, + d, f 


En reprenant le calcul d’Ahlfors *[4, p. g], ona, sig. > 2, e", 


et do sg / dp 
oP, Des =!) © Ts Le] — = - = pens A Tea di d,,) a 
log Ti (G2) ox T2 (41) J 5 O(a) Hi À 2@(9 a)” 


‘ “1 


or, d’après la construction de A,, on voit facilement que 
0S O(p) — TS16(en+ 6), 
CES = A je Pa P d ve ~ 
osf OO aes? f (P+ 4) = LO Se oe oe 8) 
4 p 2 O(p) Mf ig ° à Ny Pa 


| les indices n, et n,, p, et p, dépendant de ¢, et o,. Or 


re ies R, , 


Vn = 6, Se Gree REA pr , 


Ra 


| dès que 2, = log est assez petit.onas,<6,+0,.,+2%,. 


Ann. Ev. Norm., (3), LIX. — Fasc. 2 19 
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Si les séries 


p=! DER pet 


est borné lorsque ¢ -- x. Alors 


Le —— 
log ri(9) — logo > — | do --K (K == const.). 


CN 


(0 2 ae 
Pour montrer que log” reste borné inférieurement prsquecr coc, il suffit 


de montrer la conv ergence #2 


3 a É do 
f (du + d,,) ad << cf (Gees d, ae 
; 50(9) Tey 


Alors le domaine A, sera valable, car on ie déjà, puisqu'il contient le demi- 


2 


plan => o (lemme Il, $ 34), que log Fey reste borné supérieurement. Il 


suffit donc que les séries Sas 5, et y a 0, , convergent. 


= ooh 


| 
Nous ne savons pas limiter d, comme pour le domaine A,. Mais log 15) 


p(£) 
est borné, 


N N 
ON < Gal X 

loue > Osos jot | ea L +) a 
0; D 4 dd 


Posons 


DCE On) = Sy 


Sy est horné, S,< A « 


N 


N N 
ve! NS DES a 2 a 
N'a De JT d'a On) Ons 


imo | REA n=i 


(Pee SY NY ’ . 
la série Jo. est supposée converger. Soit B sa somme 
Rist 
N N boa) | 


a \ ‘ s à SELS SG 2 ee Pe 
Dd le bn< B+ SY (Sa Su) = B+ Sy 0x + Ÿ Sat dn — à 


AN H=A 


nt )} 
n=l 


N PA 


\' ~ en Sy 
Ÿ du ôn< B + A Bx Ÿ | bn — dus | 
a=1 


n 
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Pour que la série Ÿd,°, converge, il suffit donc que les séries Dao 


LE" = 


x 


KE #5 x ! 
et EY : On — On, | CONVergent. 


Mais la convergence de > §,- 2, est conséquence de la convergence de va 


n On 
= n=\ n=1 
a x | 
et »3 | Sve On+1 \° 
(Trem | 
TusorëmE I. — Pour que le domaine A, soit valable, il suffit que les six séries 


suivantes soient convergentes 


N nos rv» Vs x 
Dn Ons 0»: NOTÉEMORENRS 
= 


Remarquons que les suites %,, 7, dont nous sommes partis sont arbitraires: 
l'existence d’un tel couple de suites suffit pour que A, soit valable. 


44. Interprétation. — La convergence des séries Ÿ 6,2, et V6, 2, exprime 
n £ : | : ; : Fe | a: P=N : 

| que les points £,. ‘4 sont situés sur une courbe [limitant un domaine A’ pour 
4 lequel l’intégrale (36) converge (on peut prendre pour I” la ligne brisée joignant 
i ces points dans l’ordre; 4 satisfait aux conditions suffisantes de M. Ahlfors). 


q 


2 


À La convergence des séries ve PL à DES exprime que ces points sont assez 


n=1 DA 
’ (3 fads a! N N 
à rapprochés les uns des autres. Enfin la convergence des séries SM en one 
D=' 
let D'ic,—c, | est une condition de régularité dans la répartition de ces 


r=) 


) points, qui est assurée en particulier si les suites 2, et °, sont monotones non 
| . 
| croissantes. 


. HKxempzes. — Soient A et B les domaines symétriques formés en ôtant du 
) plan? =€+ cy, pour A 
les demi-droites 2 ~ 0, fp Ay 


1 pour B 


les demi-circonférences 4 < 0. HER; -et le demiaxe "= <0. i= 0% 


> 


IR,,R:,..., R,. ... étant une suite positive croissante tendant vers l'infini. 
2 
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Bnet Jes séries Siret Dlôn:— 2, convergent, les 
nan 


Si, en posant 2,—=log> 2 


deux domaines A et B sont valables. 
Pour le domaine A, avec les notations de M. Ahlfors, on a, 


pip | (T= | 


si Ras 


eee Re @(9) — z= 2arecos —; 


0 
si 9 — Rat OUR = 6(R i= 


Fig. 13. Fig. 14. 


Il existe deux constantes positives & et 4’ telles que 


te : 
TPE A > ‘| are COS 


4) 
hy 


RK, 
Re +1 À 


| > ko. 


La condition suffisante de M. Ahlfors [convergence de l'intégrale (36)| 
exigerait donc la convergence de la série > x ce qui est plus restrictif que la 
Mt de 
Gp Pi) 4 : AS este . 
convergence de> :,. Quant à la convergence de l'intégrale (35), ici équivalente 
HN 
a la convergence de l'intégrale (36), elle n’est nécessaire, d’après l’étude 
de M. Ahlfors, que si la fonction @(:) est à variation totale bornée, ce qui 
xige déjà que la série Ÿ Are cos ~~ converge, c’est-à-dire que la série Sy 
exige déjà que la série \ Are cos — converge, c’est-à-dire que la série 2 y % 


(hu = 


converge. 
Pour le domaine B, on a 


O(o)-=% sil existe une valeur de » telle que o = Ki, 


AIDE dans le cas contraire. 
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Donc, l’intégrale 
; f [8(o) — =] À =z loge 
( 1 


iY 


est toujours divergente lorsque 5 x, et les critères de M. Ahlfors sont ici 
_ inefficaces. 


THÉORÈME (résumé). — Si le domaine A satis fait aux conditions du théorème 1, 


|, . | @ (& ) | 2 2 
le rapport rey reste borné lorsque © — +. 


' 
RAS 


56 : : : . +R. a(t 
St le domaine A satis fait aux conditions du théorème I, le rapport aH reste 
| 


i! 
' 


borné lorsque [> x. 


St le domaine A satis fait à la fois aux conditions | et II, il est valable ('). 


L’inégalité d’Ahlfors ainsi affinée permet dans certaines applications d’obtenir 
des résultats plus précis, par exemple dans la démonstration du théorème 
1 de M. Denjoy sur le nombre des valeurs asymptotiques des fonctions entières. 
Supposons que la fonction entière F(7) ait une limite lorsque © décrit un 


continu I tel que celui représenté sur la figure 15, possédant une double 
“ infinité de points ©, 2 satisfaisant aux conditions du théorème IT. Le 


” Snet 
Gn 
3s 
| 32 
Yi 


0 


Fig. 15. 
| 
Hldomaine A formé des points du plan extérieurs aT est contenu dans un domaine 


{valable A,. Si le domaine A est sans plis, on peut le représenter conformément 


i) sur le demi-plan D de manière que TE reste borné. La fonction G(3)—F|/(2)| 
Lest définie dans D et satisfait aux conditions du théorème de Lindelôf. On a 


à! 


(!) Dans une première étude, fondée uniquement sur la mesure conforme CC. &. cad. Sc. t. 212, 
19f1, p. 977), nous avions établi des conditions du même type, mais plus restrictives. 
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done, si M(e) désigne le maximum de F(£) sur le cercle | 
Tipe ese sass La fonction F(Z) est d’ordre 1 au moins, alors que l’ordre 


ue . . I 
minimum fourni par les conditions de M. Ahlfors est seulement -- 


Discussion des résultats. Conditions nécessaires. 


45. Une condition nécessaire et suffisante pour l'existence d'une dérivée 
angulaire est la convergence de l'intégrale (39). Or, à notre connaissance, les 
conditions géométriques suffisantes établies jusqu'ici reviennent à la con- 
vegence absolue de cette intégrale : c’est bien ce qui se passe dans le cas, le 
plus fréquemment étudié, où le domaine A est contenu dans le demi-plan Eu 
etoù l’on a 

AGO VAS DSO 
ou si le domaine A contient ce demi-plan [g(y)<0, g(—y) >o]. Ces 
conditions sont donc trop restrictives. Nous allons montrer qu'elles permettent 
une conclusion plus précise que l’existence d’une dérivée angulaire. 


TaéorèME. — La convergence absolue de l'intégrale (39) est la condition 
nécessaire et suffisante pour que, st z= tend vers l'infini sur l'axe réel, la 
fonction ga ait non seulement une limite finie, mats une variation totale 


jinte. à 
Démonstration. — Examinons d’abord les deux cas particuliers : 


a. A est contenu dans le demi-plan £ © 0. D'après (38) on a 


I(x) JE, ie eyes v ‘ie A 
ea ee ee see Spe) NRA Ce A Vad Von ae 6 af loca, - 
vy FUN es EC D TNT OT yy dy 
donner 
(Gre C25, 
foe ie = low ty ted 
wy l'y at \ 
' | f(a) | - ; 
la fonction nel est non croissante. 


4. A contient le demi-plan > 0. On aura cette fois, six, >x,, 


Ji La )! ~ 


Dy 


een N'ES 
log - log DAT —— 20, 
1 7 


5 > (zy! 2 : 
la fonction Yee’ est non décroissante. 


Dans le cas général, puisque l'intégrale (39) est absolument convergente, on 
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| peut la différentier sous le signe [ - 


| fiz) ay ee y iy 
Dir) = log eat f la — a [leo ere, 


re ry 1+ 9 
: OES eeu ROLES eae enn Nady 
i®'(x) < ee AEE oa san. 
(NA (CS EX 


x 


D'Or) dr < | PAT ler M 
de 0 


wy He 
I æe y ge PNR Moy ed At 
ele BALE A Pet A St 2 ot J ie. 
TN Tee te 
La variation totale de ®( x) est bornée. 6 0 RP: 


46. L'exemple de M. Ahlfors nous a montré, dans un cas particulier, la 
portée du théorème I. Pour discuter les résultats du théorème II, nous nous 
placerons dans le cas d’un domaine A sans plis, contenant le demi-plan £ > 0, 

| symétrique par rapport à l’axe réel et limité par un arc de Jordan continu, 
auquel cas g(y) =— g(— y) <0, et sur la frontière ¢ = f{iy) =' f( —ty) 
est fonction continue non décroissante de y >o. 

| Enfin nous utiliserons le lemme suivant : 

| 


| Lemme. — G(X) étant une fonction continue non négative pour X20, si 


| l'intégrale i G(X)dX est convergente, on peut trouver une suite croissante 
a 
} 


\ dé valeurs de X : X,, X:,... X,... (X, > +x) telle que les séries Ÿ (Xn. —X,) 
| Fe 
|: FRS VA 
\ BY (Xn 1—NX,) GCX,.,) sortent simultanément convergentes. 

== 
| Démonstration. — Remarquons d’abord que si l’on connait une suite X, relative à une fonction H(X) 
/ constamment supérieure à G(X), la mème suite convient pour G(X). Nous allons déterminer une 
ÿ suite X, relative à la fonction II(X) égale, pour chaque valeur de X, au plus grand des deux 
| I 
re 
)) déterminée par récurrence (fig. 16) : XA étant supposé connu, nous prendrons pour X,-, l’abseisse 
du premier point de rencontre B, de la demi-droite Y= NX —X,(X > X,), issue du point A, 
‘ 


 d’abscisse X, de l’axe OX, avec la courbe Y = H(X). Soit A,+1 la projection de B, sur OX. Le 
) triangle T,(An Ans: BA) est tout entier dans la région définie par 6£Y £H(X), X >o. Son aire 


» nombres G(X) et =- L'intégrale (40) f H(X) dX est évidemment convergente. La suite X, sera 
1 


A est (Xi — Xn) HCXn41)- Or G( Xn 1) SH (Xn 21) = Nu. Nv. On prendra X,21 quelconque. 
3 = < 

N La somme des aires des triangles T, est bornée par l'intégrale (jo). La convergence des deux séries en 
! résulte immédiatement. H suffit de montrer que X, tend vers l'infini, Or Xi —X, = WON, 02X;?,. 
4 Done NX, ne peut avoir aucune limite finie. COME EIDE 


2 


Len AVE star M Sete ; 
De la convergence de l'intégrale f g(y) :-» nécessaire à l'existence d'une 
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dérivée angulaire, on déduit alors l'existence d’une suite croissante y,, 


Vas oes Yue oss (Qu > © ) telle que si l'on pose 
ne 
Dr Alia, du = log ——= » 


Van 


Foe -  , 
les séries > 4,9, et > d, convergent. 


|) HA 


Fig. 16. 


Soit 
, i (ae P 4 —i tee 
to nel +) dla) Rte ( +). 


Posons 
Re 1 


re 
Dn2= log — 
li, 


: Ô 
La méthode de la mesure harmonique permet de montrer que le rapport =” 
a 


n 


reste borné lorsque n > +. Donc les séries © 5, et © 0,., 2, convergent. Or, 


. 
| ==) 


d’après le théorème II, il suffit, pour que le domaine A soit valable, qu'il existe 
sur sa frontière une suite de points , (auxquels on associe leurs symétriques ? 


u/° 


: te AS + 3 
pour lesquels les trois séries > a Dae 2, et > |G,,1—€,| soient conver- 
n=A1 MIS | y | 


gentes. Seule la convergence de la troisième série pourrait donc ne pas étre 


nécessaire : mais C’est une condition de régularité qu'il semble difficile 
d'éliminer. 


LA DUALITÉ 


DANS 


LES ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES 


Par M. J. DIEUDONNE. 


—— 9 — 


INTRODUCTION. 

1. Nous nous proposons, dans ce travail, de donner un exposé d'ensemble 
| de la théorie de la dualité dans les espaces vectoriels topologiques, qui a fail 
| l'objet, dans ces dernières années, d'assez nombreux travaux. Cette théorie 
| s'est développée autour du problème de la résolution des équations linéaires, 
) cest-a-dire de la forme f(x) —Y,, où l'inconnue x est un élément d'un espace 
vectoriel E, le second membre y, un élément d un espace vectoriel F (distinct 
ou non de E), et f une application linéaire donnée de E dans F ( voir ci-dessous, 
au paragraphe 2, le rappel des définitions de ces termes). Lorsque E et F ont 
jun nombre fini de dimensions, ce probléme se ramène a la résolution d’un 
Y système d'équations linéaires f;(x)—=7y,,(1£t<n), où les f; sont des formes 
À linéaires et les seconds membres, des scalaires donnés : problème purement 
| algébrique, dont la solution classique fait intervenir les matrices; mais il est 
1 possible de mettre cette solution sous une forme qui s’étende aussitôt au cas 
où on ne fait aucune hypothèse sur le nombre de dimensions de E et F. I faut 
À pour cela introduire la notion de dual algébrique d'un espace vectoriel E : on 
f entend par là un nouvel espace vectoriel dont les éléments sont les formes 
\ linéatres définies dans E. A toute application linéaire / de E dans F est alors 
# associée une application linéaire /* du dual de F dans le dual de E, dite trans- 
à posée de f (lorsqu’on rapporte E, F et leurs duals à des bases convenables, 
fla matrice associée à f* n’est autre que la matrice (ransposée, c’est-à-dire 
1 obtenue par échange des lignes et des colonnes, de la matrice associée à /); et 
“ la condition de résolubilité de l'équation f(æ)— 7, est que u(y,)—0 pour 
© toute forme linéaire wu définie sur F et telle que f*(u)= 0. 

Cette forme de la condition de résolubilité est toutefois trop générale pour 
être utile dans les équations linéaires que l’on rencontre en pratique, où 
i l’inconnue et le second membre parcourent des espaces vectoriels à une 
M infinité de dimensions (le plus souvent des espaces fonctionnels); c'est que, 
« dans ces équations, les applications linéaires / qui interviennent ne sont pas 
| du type le plus général, mais sont assujetties à des conditions liées à la pré- 
oe Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 2. 14 
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sence de topologies sur les espaces vectoriels E et F; nous n’envisagerons, dans 
ce qui suit, que la plus simple de ces conditions, celle qui impose à / d'être 
continue pour les topologies considérées. Il y a lieu alors de ne faire intervenir, 
dans la condition de résolubilité de f(a) =y.. que des formes linéaires qui 
soient, elles aussi, continues pour les topologies envisagées; ce qui conduit à 
introduire, au lieu du dual algébrique de E, le sous-espace de ce dual formé 
des formes linéaires continues sur E (pour la topologie & donnée sur E); c'est 
ce sous-espace qui sera désigné sous le nom de dual de E (relatif à la topo- 
logie &). 

Le dual E’ ainsi défini peut ètre le mème pour des topologies & distinctes sur 
un même espace vectoriel E; parmi toutes les topologies & qui donnent le 
mème dual E’, il y en a une moins fine que toutes les autres, qu'on appelle la 
topologie fable S(E, E') déterminée par E’ sur E; c'est à l’aide de cette topo- 
logie (et d’une topologie analogue sur le dual K’) que se formulent naturel- 
lement les critères de résolubilité des équations linéaires, qui apparaissent en 
effet comme ne dépendant pas directement des topologies données sur les 
espaces Kel F, mais seulement des topologies farbles qui leur correspondent. 
Aussi consacrons-nous le Chapitre | de ce Mémoire à l’étude générale des topo- 
logies faibles sur les espaces vectoriels. Le critère de résolubilité de f(æ)= Yo 
que nous obtenons dans ce Chapitre, généralise celui obtenu par G. Kôthe (') 
dans un cas particulier; il redonne aussi le critère algébrique de résolubilité 
énoncé plus haut, en spécialisant convenablement la topologie faible consi- 
dérée.. 

Pour appliquer les résultats généraux du Chapitre |, ilest nécessaire d'étudier 
les relations entre une topologie & sur un espace vectoriel I, et la topologie 
faible sur E qui lui est associée; cette étude, dans le cas (le plus important en 
pratique) où G est une topologie d'espace normé, forme l’objet du Chapitre Il; 
à Pexception du théorème 20, aucun des résultats de ce Chapitre n’est essen- 
tiellement nouveau: mais il nous a semblé utile de les rassembler en un tout 
cohérent et de mettre en évidence ce qui, dans la théorie des équations linéaires 
dans les espaces normés, est une conséquence de la théorie générale de la 
dualité faible, et ce qui découle des propriétés particulières des topologies 
d'espace normé. 

Un résume des principaux résultats de ce travail a été donné dans deux Notes 
aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences (* ). 


C') Fou par exemple G. KôTHE, Math. fun, 416, 1939, p. 530: on trouvera à cel endroit des 
indications bibliographiques sur d’autres théoreémes analogues du même auteur. 

(2) ©. h. toad. Se, 214, 1940, p. g4 et 129. Je dois Signaler ici qu'au moment où j'ai oblenu ces 
resultats (décembre 1939) Pai échangé à ee sujet une correspondance suivie avec M. IL. Cartan, à qui 
je suis redevable de nombreuses améliorations et simplifications dans l'exposé de la théorie; à la suite 
‘le celle correspondance, M. H. Cartan a obtenu de son côté de nouveaux et très intéressants résultats 
Sur da dualité, qu'il n'a pas encore publiés. 


\ 
A] 


| 
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2. Préluminatres algébriques. — Par espace vectoriel, nous entendons, sauf 


mention expresse du contraire, un espace vectoriel par rapport au corps des 
nombres complexes C : un tel espace E est donc un groupe abélien additif, 


admettant les nombres complexes comme opérateurs (qu’on qualifie de sca- 
laires) avec les axiomes 


Cea) hae + pr, Mavs Vp hr hy, Chee Aart ee 


Si Von restreint les opérateurs à ne prendre que des valeurs réelles, on obtient 


une seconde structure d'espace vectoriel sur E, par rapport au corps R des 


nombres réels; on dit que c'est la structure vectorielle réelle associée à la 


) structure vectorielle complexe donnée. On distingue les sous-espaces vectoriels 
| de ces deux structures, en les appelant respectivement sous-espaces vectoriels 


complexes et sous-espaces vectoriels réels de E. Un hyperplan complexe (resp. 


—réel) est un sous-espace vectoriel complexe (resp. réel) H de E tel que l'espace 


vectoriel quotient RH soit un espace à une dimension. 
Une application linéaire d’un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F 


| est une fonction /, définie dans E, à valeurs dans F, et satisfaisant aux iden- 


tites f(æ+y)=/f{(x)+/f(y} f(Üx)=Àf(x): si V est un sous-espace 
. . rie = r . D 
vectoriel de F. son image réciproque f(V) est un sous-espace vectoriel de E: 

2 . > . . = , , . à 
il en est ainsi en particulier de f(0), et l’on peut écrire f= goo, où 9 est 
=J . . . 
l'application canonique de E sur E/f(0), et g une application linéaire bcunc- 

A - F À 
voque de E f(O) sur /(E). 

Les applications linéaires ainsi définies sont encore dites applications linéaires 
complexes ; on définit de mème les applications linéaires réelles en considérant 


! les structures vectorielles réelles sur E et F. 


Une forme linéaire est une application linéaire prenant ses valeurs dans le 
corps C ; une forme linéaire réelle est une application linéaire réelle prenant ses 


| valeurs dans le corps R. Si fest une forme linéaire complexe (resp. réelle) non 


EE . Fu y 4 ‘ moe. 
identiquement nulle, /(o) est un hyperplan complexe (resp. réel), et réct- 


proquement tout hyperplan complexe (resp. récl) H est de cette forme, toutes 


—1 
les formes linéaires f telles que H— f(0o) étant proportionnelles à l'une 
d'elles. 

Ce dernier résultat se généralise de la facon suivante : 


Taéorèue 1. — Soient u,,u,, ...,u, n formes linéaires indépendantes, et 


soit N le souszespace vectoriel formé des points x tels que u(x) = 0 pour 1£1£n: 


toute forme linéaire u qui sannule dans V est une combinaison linéaire de 


ee TPE 


Le théorème est vrai pour # —1; on le démontre par récurrence sur 7. Par 
hypothèse, le théorème étant supposé vrai pour # —1 formes, il existe un 
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élément a; de E tel que u,(a;) =o pour j 2, et u(a;)=1, pour chacun des 
indices ¢, puisque les u; sont linéairement indépendantes. On peut donc écrire 
de proche en proche, pour tout élément x de E, 


ee CH avec (71) —=0, 
puis : 
dig == SVR SET avec tp (t's) = 0. 
n 
a: RSR A  - Ve less Le 
et ainsi de suite, d’où finalement de Aidit 7, ou YEV; tlen résulte que la 
PU 
forme linéaire v est déterminée par ses valeurs aux points a;; les formes 
linéaires s’annulant sur V forment donc un espace vectoriel à x dimensions au 
plus, et, comme cet espace contient les x formes indépendantes u,, il est 


engendré par ces formes, ce qui établit le théorème. 


3. Préliminaires topologiques (*). — Les seuls espaces vectoriels topolo- 
giques que nous considérerons (et qui sont d’ailleurs les plus importants en 
pratique) sont les espaces localement convexes (*). Rappelons que, dans un 
espace vectoriel E, un ensemble K est dit convexe si le segment joignant deux 
quelconques de ses points æ, y {c’est-à-dire l’ensemble des points px +(1—5£)y, 
où ¢ parcourt l’ensemble des nombres réels tels que 0 ££<£1] est tout entier 
contenu dans K; il est dit en outre cerclé si pour tout x€K, e”x EK quel que 
soit l’angle 9; enfin il est dit équilibré si, pour tout z+ O, il existe Ao tel 
que A~e@K. Ceci posé, un espace vectoriel topologique est localement convexe 
si sa topologie est séparée et s’il existe un système fondamental de voisinages 
de O formé d’ensembles convexes, cerclés et équilibrés. 

Une fonction p à valeurs finies et 20, définie dans un espace vectoriel KE, est 
appelée une semi-norme sur E, si elle satisfait aux conditions 


pPÜ&)= KI p(x), pla +y)Sp(æ) + ply): 


Soit (p,) une famille de semi-normes sur E; désignons par LU, l’ensemble 
des xeE satisfaisant a la condition 

SUP Pa,(%) Se; 

ITi<n 
les U,,,...,,. forment un système fondamental de voisinages de O dans une 
topologie d’espace localement convexe sur E, lorsqu'on donne à n, aux 
indices x; et au nombre < > toutes les valeurs possibles, à condition que, pour 


(+3) Pour les notions lopologiques et la terminologie que nous utilisons ici. se reporter aux 
Mléments de Mathématique de XN. Boursaki, Livre lll, Zopologie générale ( Actual. Srient. et Ind., 
nes 858 et 916). 

(+) La première définition des espaces localement convexes est due à J. von Neumann (Trans. 
1mer. Math. Soc., 37, 1935, p. 1); elle coalient une condition de dénombrabilité superflue. Your 
vussi J. V. \VEHAUSEN. Duke Math, Journ., 4, 1938, p. 157-169. 
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tout x Æ 0, il existe un indice x tel que p,(æ) 0. Réciproquement, la topo- 
logie de tout espace localement convexe peut être definie de cette manière. 
Soit E un espace localement convexe, V un sous-espace vectoriel de E; si la 
topologie de E est définie par les semi-normes p,, la topologie induite sur V est 
une topologie d'espace localement convexe, définie par les restrictions des p, à V. 
La topologie quotient de celle de E, sur l'espace quotient EN, est une topo- 
logie d'espace localement convexe; si, pour toute classe æ € E'V, on pose 
pir) = infp,(a), les p, sont dessemi-normes sur E V. qui définissent la topo- 


1 


logie quotient précédente, lorsque la borne supérieure d'un nombre fini 

quelconque de semi-normes p, est encore une semi-norme de cette famille. 
Sif est une forme linéaire continue dans un espace localement convexe E, 

l'équation /(æ)= 0 définit un hyperplan fermé; réciproquement, tout hyper- 


plan fermé est de la forme flo), où / est une forme linéaire continue. 

Dans un espace localement convexe Kk, soit K un ensemble convexe ouvert, 
V un sous-espace vectoriel ne rencontrant pas K; il existe un hyperplan 
fermé contenant V et ne rencontrant pas K [théorème de Hahn-Banach (°)]. 
Parmi les multiples conséquences de cet important théorème, signalons les 
suivantes : 

Si Vest un sous-espace vectoriel fermé dans E, et x, un point n'appartenant 
pas à V, il existe un hyperplan fermé contenant V, et ne contenant pas z,; on 
en conclat que V est l'intersection des hyperplans fermés le contenant. 

Si G est un sous-espace vectoriel quelconque de E, / une forme linéaire 
continue définie dans le sous-espace G, il existe une forme linéaire continue /, 
définie dans E, et prolongeant f. En particulier, soit 2,0 un point de E, 
p une semi-norme de E telle que p(x,) 0: il existe une forme linéaire 
continue /'telle que /(x,)=ptr,)et!f(æ) <p(r) quel que soit eE. 

Dans un espace localement convexe E, un ensemble A est dit borné (relati- 
vement à la topologie de E) si, pour tout voisinage U de O. il existe un 
nombre 7. tel que A soit contenu dans zU; cette condition équivaut au fait que, 


pour toute semi-norme p de E, sup p(.r) est un nombre fire. 
wea 


Une semi-norme p sur un espace vectoriel K est appelée une norme si la 
relation «#0 entraine p(w) 0. Un espace localement convexe est dit 
normable si sa topologie peut être définie par une seule norme: pour qu'il en soit 
ainsi, il faut et il suffit qu'il existe un voisinage borné de O (°); toutes les 
normes qui définissent la topologie de E sont alors dites équivalentes; pour que 
deux normes p et g soient équivalentes, il faut et il suffit qu'il existe deux 


à (5) S. Baxaca, Opérutions linéaires (Warszawa, 1932), p. 27: pour une autre démonstration de 
ce théorème, voir J. DiruboNNÉ, Revue Scientifique (Revue rose), 1941, p. 642. 

(5) A. Kotmocororr, Studia Mathematica, 5, 1934, p. 29- 

eR 
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nombres a, 6 finis et > v, tels que 


a playsyg(risbhpor) 


quel que soit æ. Lorsqu'on fixe une norme sur E, l’espace E, muni de cette 
norme et de la topologie qu’elle définit, est appelé espace normé : la norme d'un 


point x se note alors en général |}. 

Soit / une application linéaire d'un espace localement convexe E dans un 
espace localement convexe F. Pour que f soit continue, il faut et il suffitque. pour 
toute semi-norme q de F, il existe une semi-norme pde E et un nombre a2o 


tels que qglfiæ))<a.p(x) pour tout EE. Si f/—gez, où © est l'application 


canonique de Esur Ejf(0), g l'application linéaire biunivoque de E'/(0) sur /(E), 
associée à /, g est alors une application linéaire continue de l’espace 


(e] 


quotient Ej/(0) dans F: si g est bicontinue (autrement dit, sig est un rsomor- 


phisme de E//(0) sur f (E)), on dit que f est un homomorphisme de E sur f(E); 
pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que l’image par / de tout voisinage 
de O dans E, soit un voisinage de O dans le sous-espace / (E) de F. 

Signalons enfin que, sur un espace à n dimensions, il n’y a qu'une seule 
topologie d'espace localement convexe (*), identique à celle définie, par 


: 7 
exemple, par la norme euclidienne Das (où les &;sont les coordonnées 
t=4 
de x relatives à une base quelconque de l’espace); en particulier, toutes les 
normes sur un espace an dimensions sont équivalentes. 


CHAPITRE If. 

LA DUALITÉ FAIBLE. 
i. Considérons deux espaces vectoriels E, E’ (qui peuvent être éventuel- 
lement munis de topologies; lorsqu'il en est ainsi, il est fait abstraction de ces 
topologies dans ce paragraphe). Supposons donnée dans le produit E >< E' une 
forme bilinéaire(x, x") ~> B(a, x') (c'est-à-dire une application de E x E’ dans 
le corps ©, linéaire par rapport à chacune des variables EE, 2’ EE’); 
supposons en outre que cette forme satisfasse aux deux conditions suivantes : 


(D,). La relation « quel que soit x eE, B(x, x')— 0 » entraine x'— 0. 
(D,,). La relation « quel que soit a! EEK’, B(x, ax’) = 0 » entraîne a =v. 


Nous désignerons par B, la forme linéaire a > B(x, x’) définie dans E, 
par B, la forme linéaire 2’ -> B(x, x’) définie dans E’. 


mn 


(7) A. Tyenonorr, Math, Ann, 111. 1935, p. 769. 
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Il est immédiat que les fonctions [B., sont des semni-normes sur KE: 
d’après (D,), elles définissent sur E une topologie d'espace localement conve.re. 
que nous appellerons la topologie faible définie par E’ sur E, et désignerons par 
la notation 5(E, E’); d'après la condition de continuité d'une forme linéaire ($3), 
cette topologie est la topologie d'espace localement convexe la morns fine pour 
laquelle toutes les formes B,. soient continues. Si l’on prend arbitrai- 
rement un nombre fini de points x! EK (1<¢<n), l'ensemble des «EE tels 
que sup | BCr,.r,)| <t est un voisinage de O dans la topologie o( K, E'): en 

Les WES 7 5 
vertu de la relation B(.x, 2x) = 2B(x, x’), ces ensembles forment un système 
fondamental de voisinages de O dans cette topologie, lorsque n et les à 
prennent toutes les valeurs possibles. 

On définit de facon analogue la topologie faible 3CE', E) définie par E sur E’: 
en raison de la symétrie évidente que présentent ces deux topologies, nous nous 
contenterons, en général, d’énoncer les propriétés de 3(E.E'), celles 
de o( FE’, E) s’en déduisant en permutant les rôles de E et FE’. 


5. Considérons maintenant un espace localement convexe quelconque E, et 
soit & sa topologie: soit E’ l’ensemble des formes linéaires continues dans FE. 
(pour la topologie 8); E’ est un espace vectoriel, que nous avons appelé le dual 
de E (relatif à la topologie &). Si. pour tout EE et toute forme linéaire z EF’, 
on pose B(x,x')—x'(x), B est une forme bilinéaire qui vérifie les condi- 
tions (D,) et (D,,) : pour (D,), cela résulte de la définition de la relation .x’ = 0: 
quant à (D, ), c’est une conséquence du théorème de Hahn-Banach ($ 3) : pour 
tout «+0, il existe une semi-norme p de E telle que p(a)o et une forme 
linéaire continue x’ telle que x'(æ) = p(x), d'où la proposition. On peut done 
appliquer ce qui précède et définir sur E (resp.E") la topologie faible 5(E, K') 
(resp. o(E’, E)); nous dirons que ces topologies faibles sont assoctées à la topo- 
logie &. La topologie 5(E, E’) est moins fine que &; on aura souvent, par la 
suite, à distinguer les propriétés de parties de E (ou d’applications de E dans 
un autre espace) relatives à ces deux topologies; on fera cette distinction en 
accolant le qualificatif « faible » ou l’adverbe « faiblement » aux notions rela- 
tives a o(E, E’); par exemple « ensemble /fazblement fermé » signifiera 
« fermé pour la topologie 5(E, E’) », « forme linéaire fatblement continue » 
signifiera « continue pour la topologie o(E, E’)»; Vabsence de ces qualificatifs 
signifiera qu'il s’agit de notions relatives à la topologie &. 

Le dual E’ de E, muni de la topologie 5(E, E), est appelé dual faible de E. 
Si A est un sous-espace vectoriel partout dense dans E, toute forme linéaire 
continue dans A se prolonge d'une manière unique en une forme linéaire 
continue dans E, et réciproquement, toute forme linéaire continue dans E 
| donne, par restriction, une forme linéaire continue dans A. Il y a donc 
isomorphie des structures d'espace vectoriel des duals de A et de E; aussi 
identifie-t-on d'ordinaire ces duals, en tant qu’espaces vectoriels (non 
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topologiques); nous allons voir par contre ci-dessous (K 6) que. si AE, les 
topologies faibles 3( KB’, E) et 5(E', A) sont distinctes. . 

Appliquée à un sous-espace vectoriel quelconque A de E, cette remarque 
montre que les duals de A et de son adhérence A peuvent être wdeniifiés (en tant 
qu’espaces vectoriels non topologiques ). 


6. Reprenons les espaces vectoriels E, E’ considérés au paragraphe 4; une 
fois E muni de la topologie 3(E, E’), c'est un espace localement convexe, dont 
on peut donc considérer le dual, c'est-à-dire l’ensemble des formes linéaires 
continues pour la topologie S(E, EF’); nous allons voir qu’on retrouve ainsi 
(à une isomorphie près) l’espace E’ lui-même: en d’autres termes : 


TaéorRÈME 2. — Les seules formes linéaires continues dans K pour la topologie 
5(E, KE’), sont les formes B... 


En effet, soit u une forme linéaire continue dans E: d’après la condition de 
continuité (§ 3), il existe des points x, en nombre fini (1 £t£n) tels que, pour 
tout Eek 

(a) ES Sup aD (aan 
TES n 
Il en résulte en particulier que, pour tout 2 annulant simultanément les n 
formes linéaires B,, on a u(a)=o; d’après le théorème 1 (§ 2), il existe n 
sealaires A; tels que 


a 
Se 
<< > B,:, 
/ ! 


done 


a= By, 
où 
[1] 
<a 
EDR 
1=A 
ce qui établit le théorème. 
COROLLAIRE. — Sout I un sous-espace vectoriel de EK’, telle que la restriction 


F' de la forme bilinéaire B MU encore à la condition (Dj); st F' est 
distinct de Ki, la topologie a(K, F') est strictement moins fine que o(H, EB’). 


Il est évident que 5(E, F’) est moins fine que o(K, E’), tout voisinage de O 
pour la première de ces topologies étant un voisinage de O pour la seconde. Si 
ces deux topologies étaient identiques, toute forme linéaire sur E, continue 
pour lune, serait continue pour l'autre; d’après le théorème 2, appliqué 
à, JC, F°), peus tout x’ EE, il existerait donc y’ EI” tel que B,.—B,, done on 
aurait BC.r, a’ — y") = o pour tout ze; mais d’ après (D,), cela entraine y’= 2", 
done F'— KE, contrairement à l'hypothèse, 
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7. Lorsque E est un espace localement convexe (dont on désignera par © la 
topologie), et E’ son dual, on obtient directement le théorème 2 sans faire le 
raisonnement général ci-dessus : en effet, toute forme linéaire faiblement 
| continue est continue pour la topologie &, puisque cette dernière est plus fine 
que o(E, E’); elle est donc de la forme B,. d'après la définition de la forme 
| bilinéaire B dans ce cas. Il y a donc identité entre les formes linéaires continues 
| (pour @) et les formes linéaires faiblement continues. 

Déduisons de ce fait quelques conséquences qui nous seront utiles par 
{ la suite : 


THÉORÈME 3. — Dans un espace localement convexe, tout sous-espace vectoriel 
fermé est faiblement fermé. 


D'après le théorème de Hahn-Banach (§ 3), il suffit de le démontrer pour un 
=: 4 
à hyperplan fermé; un tel hyperplan est de la forme u(o), où u est une forme 


linéaire continue; comme u est aussi faiblement continue, u(o) est faiblement 
fermé. : 

Il y a donc cdentité entre les sous-espaces vectoriels fermés ( pour &) et les 
sous-espaces vectoriels faiblement fermés. 


THÉORÈME 4. — Sort A un sous-espace vectoriel d'un espace localement convexe KE 
1 (de topologie @); soit E' le dual de E. 


a. Le dual de A est le même, qu'on munisse À de la topologie induite par &, ou 
de la topologie induite par 5(E, KE). 

| b.StA est fermé, le dual de l'espace quotient E/A est le même, qu'on munisse A 

du quotient par A de la topologie &, ou du quotient par A de la topologie 5(E, EF’). 


La première partie résulte de ce que toute forme continue sur A (pour l’une 
des topologies qu’on considère) est, d'après le théorème de Hahn-Banach ($3), 
“la restriction d’une forme linéaire définie dans E, et continue pour la topologie 
N correspondante. De même, si 9 désigne l'application canonique de E sur E'A, 

pour qu’une forme linéaire w sur E A soit continue (pour l'une des topologies 
ice considérées), il faut et il suffit que #09 soit continue dans E pour la 
Htopologie correspondante; d’où la seconde partie du théorème. 


“ 8. Revenons au cas général considéré au paragraphe 4. Nous dirons qu'un 
élément x € E et un élément 2’ € E sont orthoganaux si B(x, x) = 0. 

Soit M une partie quelconque de E; nous désignerons par M* l’ensemble des 
a’ € E’ qui sont orthogonaux à tous les x € M; si l'on remarque que l'ensemble 
odes x’ € FE’ orthogonaux à un élément x € EK est I'hyperplan fermé défini par 
‘l'équation B.(x')—0, on voit que M* est un sous-espace vectoriel fermé, inter- 
‘section de ces hyperplans, lorsque x parcourt M. On dira que M* est le sous- 


[+ 
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espace vectoriel orthogonal à M. Il est clair que, si M et N sont deux parties de E 
telles que MCN, onaN*c N°. 

Pour toute partie M’ de E’, on définit de même le sous-espace vectoriel M'* 
orthogonal à M', comme l’ensemble des x € E orthogonaux à tous les x’ € M': 
c'est un sous-espace vectoriel fermé dans E. 


THÉORÈME 5. — Pour toute partie M de E, l’ensemble ( M*)*=M"* est le sous- 
espace vectoriel fermé engendré par M; on a Mrs Me: 


En effet, soit V le sous-espace vectoriel fermé engendré par M: comme M** est 
un sous-espace vectoriel fermé contenant M, on a V CM**. D'autre part. soit 2, 
un point n’appartenant pas a V; d’après le théorème de Hahn-Banach (§ 3), il 
existe un hyperplan fermé contenant V et ne contenant pas x,; d’après le 
théorème 2, il existe donc x, € E’ orthogonal à tous les éléments de V (et en 
particulier à tous les éléments de M) mais non à 2,, ce qui prouve que x, 
n'appartient pas à M**, et achève la démonstration. 


9. Soit A un sous-espace vectoriel de E; nous allons étudier la topologie 
induite sur A par o(E, BE’), et le dual A’ de l’espace localement convexe obtenu 
en munissant A de cette topologie induite. 


TH£ORÈME 6. — La topologie 5(A, A’) est identique à la topologie induite sur A 
par G(E, E'). 


En effet, d’après le théorème de Hahn-Banach (§ 3), toute forme linéaire 
continue sur A (muni de la topologie induite par s(E, E')) est la restriction à A 
d’une forme linéaire continue dans E; le théorème résulte alors du théorème 2 
et de la définition des voisinages de O pour la topologie 5(A, A’). 

Examinons maintenant la structure de A’. Tout d’abord, en tant qu espace 
vectoriel non topologique, A’ estisomorplie à l'espace quotient E'!A". En effet, si u! 
est une forme linéaire continue dans A, il existe x’ € E’ tel que w’ soit la res- 
triction à A de la forme linéaire B,.; en outre, si x’ et y' sont deux points de E! 
ayant cette propriété, on a B(x, æ')—B(x, y') pour tout x € A, autrement 
dit, y'— 2" est orthogonal à À. Réciproquement, sia’ est une classe (modulo A*) 
dans EB’, et 2’, y’ deux points quelconques appartenant à a’, les restrictions à A 
des formes linéaires B,. et B,, sont identiques. 

On a vu ($ 5) que A’ peut être identifié au dual de l’adhérence A de A. 


THÉORÈME 7. — L'espace vectoriel À! muni de la topologie c(A!, A), est rsomorphe 
à l’espace quotient E'/A*, muni de la topologie quotient par A* de 3(E’, E). 


D'après la définition de la topologie quotient d’une topologie d’espace locale- 
ment convexe (§ 3), on obtiendra, de la facon suivante, un système fondamental 
le voisinages de O dans E’ A*: on choisit arbitrairement un nombre quelconquen 
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de points 2; (1£i£n) de E, et on considère l'ensemble Was.) des 


classes æ (mod 42 telles que, pour un a’ appartenant à la classe 2’, on ait 


ee | B(x, 2')!<1. Nous allons d’abord prouver qu’on obtient un système 


fondamental de voisinages en ne considérant que les Wir) ‘pour 
lesquels tous les x, appartiennent à A; tout revient à montrer qu'un ensemble 
AGE ..+,%,) quelconque contient un W (Yi... Y9), où les y, appartiennent 
aA. Soit G le sous-espace vectoriel (a a dimensions au plus) engendré par 
les &;; G est somme directe de G NA et d'un sous-espace H. Soit y,, ...,y, une 
base de GNA, z,, ..., 5, une base de H, et soit 


7 q 
=D + Pik Shs 
i= KE 
on peut toujours supposer que les y; ont été choisis de sorte que 
p 
Nha | si (TTS 70) 
yah Se 
t Teh 
Supposons alors que l’on ait B(y;, x’), £1 pour 1£j£p; pour chaque valeur 
de l'indice s(1<kSq), il existe, d’après le théorème de Hahn-Banach, un 
élément :, de E’ orthogonal à A et aux 3, d'indice Ahk, et tel que 
B(z,, 5,) = B(s,, x’): si l’on pose | 


{ 
| 

À. KA 
| z' est orthogonal à A, et l’on a 


Bee bre); pour 1<A<g: 


jon en conclut, d’après le choix des y;, que |B(æ;, a2’ — 5’), £1 pour 1<i<n, et 
} comme x'—z/ appartient à la même classe (mod A*) que x’, la proposition est 
| démontrée. 

Cela étant, si les x; appartiennent à ‘A, la valeur de B(x;, x’) est la méme pour 
À tous les points x’ d’une même classe (mod A*), et elle est égale à w'(x:), où u! 


2 est la forme linéaire continue dans A qui correspond à cette classe d'équivalence: 
| d’où l’isomorphisme annoncé, en vertu de la définition des voisinages de O pour 
la topologie o(A’, A). 

Il résulte du corollaire du théorème 2 que. si A n’est pas fermé, le dual A’ 
1 de A, muni de la topologie o( A’, À). n'est pas isomorphe à l'espace quotient KE’ A*. 


THÉORÈME 8. — Sv À est un sous-espace vectoriel fermé de E, le dual faible F' 
\ de l’espace quotient F = E'A est tsomorphe au sous-espace on de K’, et la topologie 
) o(F, F’) est identique au quotient par A de la topologie S(E, E’). 


| Posons B— A‘; le dual B’ du sous- espace B de KE’, muni de la topologie 


118 J. DIEUDONNE. 

3(B’, B), est isomorphe à l’espace quotient EJB", d’après le théorème 7 appliqué 
à E’ et B, et en remarquant que B est fermé; comme B* = A**— A, puisque A 
est ferme (th. 5), Best isomorphe à F = E/A ; donc(th. 2 et 6) le dual faible F’ 
de F est isomorphe à B, et la topologie quotient de 5(E, FE’) par A est identique 
argck, FE’). 


10. Considérons maintenant deux couples d'espaces vectoriels, I, E’ et F, F'; 
supposons données une forme bilinéaire B définie dans E> E’, et une forme 
bilinéaire C definie dans F x F’, ces deux formes satisfaisant aux axiomes (D,) 
et (D,). Munissons E et E’ des topologies o(E, E’) et 3(E’, E), F et F’ des topo- 
logies o( F, F’) et o(F’, F), et considérons une application linéaire w de E dans F; 
conformément aux conventions du paragraphe 5, nous dirons que wu est fazble- | 
ment continue si elle est continue pour les topologies o( E, E’) et o(F, F’). 


Taéorèue 9. — Pour que u soit faiblement continue, il faut et il suffit que, 
pour tout y' € F', l'application x—> C(u(æ), y') soit une forme linéaire continue 
dans E. 


La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, supposons-la 
vérifiée, et considérons un voisinage quelconque de O dans F, défini par la 
condition sup |C(y, y,)[<1: son image réciproque par « est l’ensemble défini 

<i 


Mu 


< 


as 
par la relation Sup | C(u(x), yi)| <1;Vhypothese, et le théorème 2, entrainent 
1 ST 


que cet ensemble est un voisinage de O dans E, d’où le théorème. 


COROLLAIRE. — Pour que u soit faiblement continue, tl faut et il suffit que, | 


pour tout hyperplan fermé H de F, u(H) sou fermé dans FE. 


En effet, supposons cette condition remplie, et soit y’ un point quelconque 
de F’, H Vhyperplan fermé de F défini par Péquation C(y, y) = 0; u (H) est 
défini par l'équation C(u(x), y') =o: s'il est fermé, la forme linéaire 


x > (u(x), y') est continue, et le théorème 9 s'applique. 

Si est faiblement continue, il résulte des théorèmes 2 et 9 qu'à tout y’ € F’ 
correspond un a’ € EF’ et un seul tel que C(u(æ), yi) = Be, a’); la donnée 
de l'application linéaire w de E dans F définit done une application de F' dans E!, 
que nous designerons par u', et appellerons la transposée de u; il est immédiat 
que wv’ est une application Ænéarre; elle satisfait à l'identité fondamentale 


(1} B(x, u'(y!)) =C(u(x), »'). 


Inversement, cette identité caractérise u' de la manière suivante : si v est une 
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application de F'dans E’, telle quel’ on aitidentiquement B(x, “ly ‘)J=C( u(r), y'), 
lon tire de cette relation et de (1) que Bla, e(y')—u'(y’) )=0o quels que 


soient x et y’, d'où, d'après (D,), ey’) —u'cy’)=0 quel que soit y. c’est- 
| à-dire + = w’, 


THÉORÈME 10. — La transposée u' d'une application linéaire continue u de FE 
dans F, est une application continue de F' dans E.. 


En effet. d'après (1), l'application y'—- Bla, u(y )) est une forme linéaire 
} continue dans F’, et le théorème résulte du théorème 9. 

On peut donc définir la transposée de l'application linéaire continue «'; cette 
ltransposée n'est autre que u (en d’autres termes, la relation entre w et w' est 
symétrique). En elfet, si v est la transposée de wu’. on a, d'après (1). Viden- 
i tite C( u(x, i; = CE x), y), d'où, en vertu de (D,), u&æ)= v(2") quel que 


1" 


tsoit EE, c'est-à-dire u = ¢. 


11. L'identité fondamentale (1) entraine une série de conséquences, par où 
ise relient étroitement les propriétés d’une application linéaire w et de sa trans- 
\posée u’. 


THÉORÈME 11. — On a 
(u(E)) = w' 101, (101) = wb). 
Kn effet, si y EF’ est orthogonal à u( )CF, on a, d'après (1) 


B(x, u(y! )) ==) quel que soit we, 


i 
| 
| ~| 
idonc, d'après (Di), u' Y dial 0, et réciproquement; on a done (u( E)) = = (0): 


5 <4 
En effet, la condition pour que u soit biunivoque est que w(O) se réduise à O: 
sette condition équivaut à (u(0)) = E"; mais le théorème 11, appliqué en 


me FRE AUS: 
“ntervertissant les rôles de w et u', prouve que (u(0)) = HCP);"dvuu 


“corollaire. 


12. Cherchons maintenant les propriétés de la transposee wv’ qui équivalent a 
existence d’une solution (au moins) de l’équation linéaire u(x) =o, où Yo est 


= zs 


=i 
a élément donné de F. Cela signifie que l'on a y, €u(E); si l'on pose G = u (O), 
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il résulte du théorème 11 que y, doit ètre orthogonal à Gr. Inversement, suppo- 
sons cette condition remplie; alors la forme linéaire C(Y,,.7') a la mème valeur 
pour deux points appartenant à la même classe (mod, G'); mais ces classes ne 


j 


sont autres que les ensembles w'(2’), où x’ parcourt u'(F'}; si l'on désigne 
par H,(2’) la valeur commune de C(y,, >’) pour tous les points y'd’une même 


> ee À ps, © : 4 oe | 
classe w'(x’), l'application +" H, (x) estune forme linéaire définie dans u’(F’). | 


TnéorÈème 12 ('). — Pour que l'équation u(x)= y, admette une solution 
= 

au moins, il faut et il suffit que y, soit orthogonal à u'(O), et que la forme 
linéaire H,., définie dans u'(K'Y, soit continue dans ce sous-espace. | 
: i | 
La condition est nécessaire : en effet, si y, = u(æ,), on a, pour tout y Eu’(x"'), | 

d'après (1), 

REA Ga Wea ile C(u (co }, gg) = à (5, ul (9! )) = B(x, 2'), 
done H, est la restriction au’(F’) de la forme linéaire continue B,,. La condition | 
est suffisante ; en effet, si elle est vérifiée, il existe, d’après le théorème 2 et le 


théorème de Hahn-Banach, un x, EE tel que H,, soit la restriction à 4'(F de la 
forme linéaire B;,; donc, pour tout y’ EF’, on a, d’après (1), 


COVE = H,,(u'(y)) = B(a, w'(y’)) = C(u(a i x), 


d’où, en vertu de (D,,), ¥, = “(2 ).- 


Tueorime 13. — St u(E) est fermé dans F, pour que l'équation u(x)= 7, 


. “ “ 5 7 . à sir 
admette au moins une solution, il faut et il suffit que y, soit orthogonal à u'(O). | 


C'est une conséquence immédiate du théorème 11, puisqu’alors u( E)= u(E). | 
On peut ajouter que la condition « y, orthogonal à w'(O) » n’est une condition 
suffisante pour l'existence des solutions de y,= (a) que st u(E) est fermé; 
comme wi) est fermé, cette condition est en effet, d’après le théorème 5, || 
équivalente à ÿs Eu(E). 


13. Nous allons maintenant obtenir la propriété de u’ qui équivaut à la 
propriété, pour u(E), d’être fermé dans F (propriété qui vient d'intervenir 
dans le théorème 13). 


Tutorkme 14. — Pour que u(E) soit fermé dans F, il faut et il suffit que u' soit 
un homomorphisme de K' sur u'( F’), 


=i 
Posons G'=u' (0); l'application w’ s'écrit u'= goz, où 2 est l'application 
; E : : : ‘+ 76 À .: 
canonique de F'sur l'espace quotientF' G’,et g une application continue et biunt- 
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jwoque de FG suru’(F’) (S 3). Cherchons à quelle condition g est bicontinue : il 
‘faut etil suffit pour cela que tout voisinage de O dans F’,G’ soit l’image réciproque 
| par g d’un voisinage de O dans u'(F'). | 

| Or, soit V’ un voisinage de O dans uF’), défini en prenant un nombre 


i 
1 


fini de points x,€Ë, et en considérant l'ensemble des x EU(F') tels 


r| | ! . : ! ! Fr ligne we. > . 
Bee sup | B(æ;, x’ )!S1; comme x'= g(y'), avec ye FG’. | image réciproque 


1 Sr 


ae 
< . 
ats 


par g de V’ est l'ensemble des classes y’ telles que sup | B(2:, g(Y')) 
DURS É 7 


à d'après l'identité (1), et la définition de g,ona 


R( 07, £\ 3" NÉ TS (eye ANA )) = Cu (a), ioe 


‘pour tout y’ appartenant à la classe y’. Or, si l’on pose K’= FG’, on a vu 
(théorème 8) que le dual K de K’ est isomorphe (en tant qu’espace vectoriel 
non topologique ) à G*— u(E); ce qui précède prouve que l'image réciproque, 
par g. de la topologie de u'(F’) est la topologie 3CK°. K,), où K, est la partie 
de K qui correspond à la partie w(E) de #(E) dans Visomorphie précédente. 
D'autre part, la topologie de l'espace quotient F°G'estidentique à 3(K°.K ); pour 
iqu’elle soit identique à a( kh’, K,), il faut et il suffit que K=K, (corollaire 
idu théorème 2), done que u(E)— u(E). ce qui achève la démonstration. 


N UOROLLAIRE. — Pour que u soit une application de E sur F, il faut et il suffit 
que u' soit un isomorphisme de K' sur u'( Fk’). 


En effet, si u(E)= F, il résulte du corollaire du théorème Il (appliqué en 
Jintervertissant les rôles de uw et uw’), que wu’ est une application brunteoque de F' 
ysur w'(F’); comme u(E) est en outre fermé, uw’ est un homomorphisme de F 
sur 4'( FE’), done un ésomorplusme de F’ sur u'( Fk’). Réciproquement, si uw’ est un 
isomorphisme de F’ sur w'(F’), w(E) est fermé d’après le théorème 14, et 
Mpartout dense dans F d’après le corollaire du théorème 11: done u(E)= F. 


| 14. Le critère de résolubilité algébrique dune équation linéaire /(x)= y,, 
jrappele dans l’Introduction ($1), se déduit facilement du théorème 13:11 suffit 
len effet de prendre pour E’ et F'les duals algébriques de E et F respectivement: 
alors toute forme linéaire sur E (resp. F) est continue, done ($ 3) tout sous- 
De. vectoriel de EK (resp. F) est fermé, ct le théorème 13 est par suite 


applicable. 


| 13. Considérons maintenant deux espaces localement convexes E et F, dont 
‘nous désignerons les topologies respectives par & et UW; soient E et F les duals 
vespectifs de E et F, relatifs à ces topologies ($ 5). Pour appliquer les résultats 
qui précèdent à une application linéaire w de E dans F, il s'agira de savoir 
passer des propriétés de u relatives aux topologies 8 et ‘Ul, aux propriétés de u 
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relatives aux topologies FR s(E, E’) et 5(F, F'), puisque ce sont ces 
dernières qui interviennent dans ce qui précède. Nous obtiendrons au Chapitre II 
des résultats très précis dans cette direction, lorsque ® et U sont des topologies 
d'espace normé. Dans le cas général, nous démontrerons seulement le théorème 
suivant : : 


Tatonime 15. — Se uw est continue pour les topologies & et U, u est faiblement 
continue : st u est un homomorphisme de E dans F pour les tonologtes © et U, u est 
un homomorvhisme faible de E dans F. 


La première partie résulte du théoreme 9 : pourtout y EF, y'(Y)=C(r, y) 
est continue dans F, muni de la topologie UW; donc C(ucx). y l'est continue 
dans E, muni de la topologie &, et par suite (K 7) est une forme linéaire faible- 
ment continue; d’après le théorème 9, est faiblement continue. 

Pour démontrer la seconde partie, considérons d’abord le cas où w est un 
isomorphisme de E sur le sous-espace G = u(E) de F; les duals faibles E’ de E 
(muni de &) et G’ de G(munide la topologie induite par IL) sont done isomorphes. 
et u est un isomorphisme de la topologie 5(E. E’) sur 3(G, G’); mais, d’après le 
théorème 4 et le théorème 6, 3(G, G’) est la topologie induite sur G par 3(F, F 
d’où la proposition dans ce cas. 

En second lieu, considérons le cas où « est l'application canonique de E sur 
un espace quotient F— FA de E par unsous-espace vectoriel fermé A; ‘Ul est 
donc la topologie quotient de & par A. Il suffit de prouver que, si F’ est le dual 
de F, la topologie quotient par A de 3( E, E’) est identique à (F, F’); or (th. 4) 
F’ est encore le dual de F, quand on munit F de la topologie quotient par 
A de 3(E, &); la proposition résulte alors du théorème 8. 

Pour établir enfin la seconde partie du théorème dans le cas général, il suffit 


d'observer que ce cas se ramène par définition aux deux cas particuliers qui 
viennent d’être envisagés (§ 3). Ks 


CHAPITRE II. 


LA DUALITÉ DANS LES ESPACES NORMES (*). 


, + 


16. Soit EK un espace normé (§ 3); son dual E' est, par définition (§ 5), 
l’ensemble des formes linéaires continues dans E; comme le corps des nombres 


(*) Comme nous Favons déjà signalé (lutroduction, § 1), à l'exception du théorème 20, aucun des 
résullats de ce Chapitre ne doit être considéré comme nouveau; les principaux sont dus à M. Banach 
(loc. cit.) et à M, Hausdorff [Zur Theorie der linearen Raiime (J. de Crelle. 167, 1932, p. »94- 
11)} Ce sont d'ailleurs ces résultats qui nous ont servi de guides dans la théorie générale CXposée 
au Chapitre f; en particulier, la forme des principaux théorèmes que nous avons obtenus sur les 
lopologies faiblos est culquie sur les théorémes anilogues de M. Hausdorff pour les topologies 
d'espace normé (bien que le principe de leur démonstration soit tout à fait différent). 
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complexes est un espace normé particulier, le dual de E apparaît comme un 
cas particulier de l’espace vectoriel des applications linéatres continues de l’espace 
normé E dans un espace normé F; nous désignerons cet espace par £(E, F) et 
commencerons par en rappeler certaines propriétés qui nous serviront dans 
toute la suite de ce Chapitre. 

On sait (§ 3) que, pour qu'une application linéaire vw de E dans F soit 
continue, il faut et il suffit qu'il existe un nombre a2o tel que |u(a)|<a. ja| 
pour tout EE; le plus petit nombre a pour lequel cette identité a lieu se 
note fu}; c'est une norme dans l'espace vectoriel @(E, F); quand on 
considère £( E, F) comme un espace normé, c'est toujours de cette norme qu'il 
s’agit. Muni de cette structure d'espace normé, £(E, F) est complet si F est un 
espace normé complet (*). Si A est un sous-espace vectoriel partout dense 
dans E, toute application linéaire continue u de A dans F se prolonge d'une 
manière unique en une application linéaire continue w de E dans F: en outre, 
la norme de uw est égale à celle de uw; autrement dit, les espaces normés £(A, F) 
et P(E. F) sont #somorphes, ce qui permet de les identifier; en particulier, on 
peut identifier les espaces normés £(E, F) et £(É, F)où Éest le complété de E. 

Lorsque E est complet, on peut caractériser les ensembles bornés (§ 3) dans 
"espace normé £(E, F) grace au théorème fondamental suivant, de MM. Banach 
et Steinhaus ('") : 


THÉORÈME 16. — S¢E est complet, pour qu'une partie A de l'espace normé £(E, F) 
soit bornée, il faut et il suffit que, pour tout EE, 


sup | u(r) |<+ 0. 
ue\ 


17. L'application des définitions précédentes au cas où F est le corps des 


nombres complexes conduit à définir, pour toute forme linéaire continue 2’ sur 
l’espace normé E, sa norme |x'|, égale par définition à sup |2’(r)|, d'où 
i 1 


l'inégalité 


(2) |B(x, 2!) |=! 2/(x) Spr f 


valable quels que soient +€E, x’ EE’. Muni de la structure d’espace norme 
définie par cette norme, E’ est appelé le dual fort de E; c'est un espace normé 
complet. Si A est un sous-espace vectoriel partout dense dans l’espace normé E, 


(2) F. Hausporer, loc. cil., p. 299. | 
: (10) S. Banacn et H. STRINHAUS, Fund. Math., 9, 1927, p. 57; cf. aussi F. Hausporrr, loc. cit., 
p. 305, où l’on trouvera des indications bibliographiques sur des cas particuliers de ce théorème, 
démontrés antérieurement par O. Toeplitz et E. Helly. 
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16 
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les duals forts de A et de E sont zsomorphes [on notera dès à présent la difference 
avec ce qui se passe pour les duals fazbles de A et de E (§§ 5 et 6)]. 

D'après le théorème de Hahn-Banach (§ 3) et la définition de la norme d’une 
forme linéaire, on a la proposition suivante ('') : si G est un sous-espace 
vectoriel d’un espace normé E, et f une forme linéaire continue définie dans G, 
il existe une forme linéaire f, définie et continue dans E, prolongeant /, et 
telle que le norme de f soit égale à celle de f. 

On déduit de ce résultat la structure des duals forts d’un sous-espace 
vectoriel et d’un espace quotient d’un espace normé : 


Taéorème 17. — Soit G un sous-espace vectoriel d'un espace normé E, G* le 
sous-espace du dual EK! orthogonal (§ 8) à G. 


a. Le dual fort du sous-espace normé G est isomorphe à l’espace quotient E'/G* 


du dual fort E' de E. 
b. StG est fermé, le dual fort de l'espace quotient EG est tsomorphe au sous- 
espace normé G* du dual fort E' de E. 


a. On sait (§ 9) que le dual G’ de G est isomorphe à E’/G* en tant qu’espace 
vectoriel non topologique; dans cette isomorphie, à une forme linéaire 
continue f€G’ correspond dans E’/G* la classe (mod G*) des formes linéaires 
continues dans E et prolongeant jf; pour toute forme x’ de cette classe, on a 
évidemment |x'|>|] ff, et, d’autre part, on a vu ci-dessus qu’il existe une 
forme f de cette classe telle que |/]—|/]; on peut donc écrire | /| = inf] 2" |, 
la borne inférieure étant prise dans la classe (modG*) qui correspond a /; 
cette borne inférieure étant précisément (§ 3) la norme de cette classe dans 
E’,G*, l’isomorphie entre G’ et E’/G* conserve les normes, d’où la premiere partie 
du théorème. 


b. Posons F—E/G; on sait (th. 8) que le dual F’ est isomorphe à G*, en 
tant qu’espace vectoriel non topologique. A une forme linéaire ue F’ corres- 
pond dans cette isomorphie une forme linéaire x €G* telle que, pour toute 
classe re F, et tout élément x de cette classe, on ait u(Z) = x' (ax). D'après (2), 
ona 

lu(æ)|<}æx tx quel que soit x er, 


d’où, en prenant la borne inférieure du second membre lorsque x parcourt x, 
(u(x)|<|x'|.] xz], d’après la définition de la norme dans F(§ 3); d’après la défi- 
nition de la norme de uw, on a donc Ju|S|2’|. D'autre part, |u| est la.borne 
supérieure de |a'(a)| lorsque æ parcourt l’ensemble des points tels que 


(11) S. Banach, Opérations linéaires (Warszawa, 1931), p. 55-56. 
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inf] + y|S1; comme cet ensemble contient la sphère |a|=1, on a jx’ |<|u| 
SAR t= u 


ce qui prouve l'égalité |u| =|a’|, et achève la démonstration. 


18. Si E est un espace normé, le dual fort E" du dual fort E' de E est un 
espace normé complet, que nous appellerons le bidual de E. On peut définir un 
isomorphisme (que nous appellerons csomorphisme canonique) de l'espace 
normé E sur un sous-espace normé E de E’: en effet, pour tout «EE, l’appli- 
cation x’ - 2'(a) est une forme linéaire définie dans E', et continue en vertu 
de (2), donc appartient a E”; désignons-la par Z; on voit aisément, d’après la 
définition de la norme d’une forme linéaire, et le théorème de Hahn-Banach, 
que |z|—|2|('*). L'application 2 — & est donc bien un isomorphisme de là 
structure d'espace normé de E sur celle du sous-espace E de E” forme 
des #. Lorsque E =E’. on dit que E est un espace réflexif; si Ea un nombre 
fini de dimensions, il est réflexif, car E et E” ont alors le même nombre de 
dimensions que E. Nous obtiendrons plus loin la condition pour qu’un espace 


normé soit réflexif (§ 24); notons dès maintenant qu’un espace réflexif est 
nécessairement complet. : 


19. Considérons un espace normé E. Nous allons maintenant étudier les 
rapports entre les topologies faibles o(E, E') et o(E’, E), et les topologies 
d’espace normé de E et E'; ces dernières seront appelées dans ce qui suit topo- 
logies fortes (elles sont plus fines que les topologies faibles); on accolera lc 
qualificatif « fort » ou l’adverbe « fortement » aux notions relatives à ces 
topologies. 

Ul faut remarquer tout de suite que, sauf lorsque E est réflexif, Les rapports 
entre o(E, E’) et la topologie forte sur E ne sont nullement les mêmes que 
ceux de 5(E', E) et de la topologie forte sur E’; cela tient au fait que, lorsque I: 
n’est pas réflexif, o(H’, E) n'est pas la topologie faible associée à la topologie 
forte de E’ (au sens du paragraphe 5), en vertu du corollaire du théorème 2 ; 
sauf mention expresse du contraire, quand nous parlerons de la topologie 
faible de E’, il s’agira toujours de o(E’, E), et non de la topologie o(E’, kh’ ) 
associée a la topologie forte de E’. 


THÉORÈME 18. — Tout ensemble faiblement borné dans E est fortement borné, 
et réciproquement ('*). 


Par définition (§ 3), pour qu’une partie A de E soit faiblement bornée, il 


(22) S. Banacu, loc. cit., p. 189-190. 

(13) Sous cette forme générale, le théorème est démontré par N. Dunford [ Trans. mer. Math, 
Soc., 44, 1938, p. 308 (théorème 2)] ainsi que le théorème 2 (cbéd., th. 3); mais le cas particulier 
du théorème 18 où l’ensemble considéré est dénombrable, se trouve déja dans S. Banach (loc. ev/.. 
p. 80, th. 6). 


16. 
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faut et il suffit que, pour tout 2 EE’, sup|z'(x), soit finite. Soit À l’image 
vEA 

de A par l'application canonique x > & de E dans le bidual E’; on a donc 


supiT(æ) <+ x. 
rex 


Or, le théorème 16 appliqué à l'espace complet E’et au cas où F est le corps des 
nombres complexes, prouve que À est borné dans E’: donc A est fortement 
borné dans E, ce qui prouve la première partie du théorème. La réciproque 
découle immédiatement de (2). 


20. Du théorème 18 nous allons déduire une nouvelle caractérisation des 
espaces normables (cf. § 3). 


TugorÈue 19. — Socent p et q deux normes sur un espace vectoriel E; pour que 
la topologie &, définie par p soit plus fine que la topologie &, définie par q, ul 
faut et il on que toute forme linéaire continue pour la topologie ©, soit 
continue pour la topologie ©, 


La condition est évidemment nécessaire, Réciproquement, supposons-la 
vérifiée, et considérons le voisinage V de O pour la topologie &,, formé des 
reE tels que p(x)<1; toute forme linéaire x! continue pour &, étant continue 
pour &,, ona | 

SUD mele Nee) eco 

rev 
done V est fazblement borné pour la topologie &,. et par suite aussi fortement 
borné d’après le théorème 18; mais cela signifie que tout voisinage de O pour la 
topologie &, contient un voisinage de O pour ie topologie &,, donc que &, est 
plus fine que &, 


CoROLLAIRE. — Sv le dual de K est le méme pour les topologies ©, et &,, ces deux 
topologies sont identiques. 


TuéorëuEe 20. — Pour qu'un espace localement convexe K soit normable, il faut 
et ul suffit qu'il existe un voisinage de O faiblement borné dans E ('*). 


La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, supposons-la 
vérifiée, et soit V un voisinage de O À RS borné; on peut supposer que V 
est l'ensemble des xeE tels que p(æ)£t, où p est une des semi-normes définis- 
sant la topologie de E(§ 3). Montrons d’ “qu que p est une norme : en effet, si 


(14) Of JV, Wettausen, loc. cit. théeoreéme 10, p. 163 : M. Wehausen démontre, sous Phypothèse 
superflue qu i y aun système fondumental de voisinages faiblement bornés, que toute semi-norme 
correspondant à un de ces voisinages est une norme; il en conclut seulement que le dual de E est 
ilentique au dual de chacun des espaces normés qu’on obtient en munissant E de ces normes, mais 
aperçoit pas que la topologie de E est une topologie d'espace normé. 
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l'on avait p(æ,)—0 pour 2,540, il existerait une semi-norme 4 telle que 
* 4(@) 703 d'après le théorème de Hahn-Banach (§ 3), il existerait une forme 
linéaire / continue dans E et telle que /(.x,) = (2) 40. Comme, pour tout 
ADo, Ax, EV. on aurait 1 J(x) =+ x, contrairement à l'hypothèse. 

On peut alors supposer que la topologie & de Eest définie par un système de 
semi-normes qui sont toutes 2p (si cette condition n’était pas remplie, on 
aurait un système équivalent en prenant les enveloppes supérieures de p et des 
semi-normes données); un tel système est donc composé de normes. Soit 4 
l’une d'elles, 8, et &, les topologies d'espace normé définies respectivement 
par g et p. Par hypothèse, 8, est plus fine que &,; d'autre part. &, est morns 
fine que la topologie &: done toute forme linéaire continue pour &, esteontinue 
pour &; d'après l'hypothèse, V est done faiblement borné pour %,, et par suite 
fortement borné pour cette topologie (th. 18); mais le raisonnement du 
théorème 19 prouve que cette propriété entraine que &, est moins fine que 
&,, et par suite lui est sdentrque. Cela s'applique à toutes les semi-normes défi- 
nissant la topologie 8; toutes ces semi-normes étant des normes équivalentes 
ap, © est identique à &,. d’où le théorème. 


21. Passons aux relations entre la topologie forte sur le dual E’ et la topo- 
logie faible o(B’, E). On notera tout d’abord que, dans E’. il existera des sous- 
espaces vectoriels fortement fermés, mais non faiblement fermés, sauf si E est 
réflexif : en effet, si E n’est pas réflexif, il existe des formes linéaires sur FE’ 
qui sont fortement continues, mais non faiblement continues; et réciproque- 
ment, l’existence de telles formes linéaires entraine que E n’est pas réflexif. 
Il n’y a donc pas ici d’analogue du théorème 3. 

Le théorème correspondant au théorème 18 est le suivant : 


TaéorÈme 21 ('#). — Tout ensemble fortement borné dans E' est farblement 
borné; st E est complet, tout ensemble faiblement borné dans KE’ est fortement 


borne. 


La première partie résulte immédiatement de linégalité (2); la seconde est 
un cas particulier du théorème 16, appliqué au cas où l'espace F est le corps 
des nombres complexes. 

La seconde partie du théorème 21 est en défaut lorsque E n'est pas complet. 
Par exemple, soit E le sous-espace de l’espace (c) des suites (£,) tendant vers 
une limite, formé des suites n'ayant qu'un nombre fini de termes non nuls: on 
voit sans peine que le dual Ki’ de E est l'espace (/) des suites (z,) telles que 


< ' : ; i & ‘ ; à 
» lt, +, et que, six—(%,), x’ =(%,), B(x, 2") => Gian et ia| => CRE 


= Nasal 
u=1 


L'espace Ki n'est pas complet; considérons dans E’ la suite des points (4, ), où 
9* 
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r ! 1 A ; le : Qe 1 . j 
Ey (ai) AV CCS io voit que| 2), est la somme des m premiers 


termes de la série harmonique, donc la suite (æ,,) n’est pas fortement bornee ; 
mais comme a, tend vers une limite finie lorsque, n restant fixe, m augmente 
indéfiniment, la suite (2’,,) est faiblement bornée. 


22, Les théorèmes 22 à 24 qui suivent sont fondamentaux dans la théorie 
des espaces normés et ses applications à l'Analyse fonctionnelle; sous la forme 
que nous leur donnons ici, ils sont dus à M. N. Bourbaki ('*); mais un 
théorème équivalent au théorème 23 avait déjà été établi par M. Banach ('"), et 
ce dernier avait aussi démontré les théorèmes 22 et 24 dans le cas particulier 
où l'espace normé E est « séparable » (c’est-à-dire qu'il existe un ensemble 
dénombrable partout dense dans E) ('"). 


THÉORÈME 22. — Dans le dual W d'un espace normé E, la boule fermée s, 
formée des x! tels que | xz'|S1, est faiblement compacte. 


Remarquons que, d’après la définition de la topologie faible 5(E', E), E’, 
muni de cette topologie, peut être considéré comme un sous-espace de l’espace 
C* de toutes les fonctions complexes définies dans E, muni de la topologie 
produit ('*) de celles de ses espaces facteurs (identiques au corps C des 
nombres complexes ); dire qu'une partie A de E’est faiblement bornée signifie 
que ses projections sur les espaces facteurs de C* sont des ensembles bornés 
dans C; d’après Je théorème de Tychonoff ('*), A est donc relativement compacte 
dans l’espace C*. D’après le théorème 21, ce raisonnement s’applique en parti- 
culier à la boule S; le théorème sera établi si l’on prouve que S est fermée 
dans C*. Or, soit fun point de C* adhérent à S; quels que soient æ, y dans E, 
pour tout < > 0, il existe par hypothèse un x'eS tel que 


CAE AFFAIRS | f(y) — 2'(9°) |Se, (fiat y)— al (ata) |S, 


dot 
fiery) —fl2)—fly)|S83e, 


et comme € est arbitraire, f(æ+y)=/f(x)+/f(y); on montre de mème 
que f(Ax) = 7.f(x) pour tout scalaire À, donc que f est une forme linéaire 
sur E. En outre, pour tout a € E tel que|x|— 1, et toute > 0, il existe a’ ES 
telle que f(x)—x'(x)|£e, d'où f(x)|Si1+e, et comme < est arbitraire, 
SJ (@) ;£1,ce qui prouve que / est continue, et appartient à S, d’où le théorème. 


Ke ) N. Boungakt, (. À. Jeud. Sc., 206, p. 1701. Nous reproduisons ici les démonstrations de ces 
Iheoremes (qui Wont pas 616 publiées) avec l'autorisation de l’auteur. 

(16) Loc. cit., p. 119, lemme 2. 

(17) Loc. cil., p. 123, théorème 3 et p. 189, théorème 13. 

('S) N. BourBakt, T'opologie générale, Chap. 1, § 8 (Actual. scient. et inc, n° 858, p. 12). 

(Cy LOL DCR: 
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On déduit aussitôt du théorème 22, par translation, que toute houle 
fermée |x'— x, |<r dans E’ est faiblement compacte. 


THÉORÈME 23. — Sort E un espace normé complet, E! son dual; pour qu'un sous- 
espace vectoriel V de E' soit faiblement fermé, il faut et il suffit que l'intersection 
de V et de toute boule fermée dans E' soit faiblement compacte. 


La nécessité de la condition résulte aussitot du théorème 22 (que E soit ou 
non complet). Pour montrer qu’elle est suffisante, nous allons établir que, si 
elle est remplie, et si, est un point de E’ n’appartenant pas à V, il existe un 
hyperplan faiblement fermé contenant V, mais ne contenant pas «+, ou encore 
qu'il existe x, € E orthogonal à V, mais non aa’. 

Pour cela, d'après un raisonnement de M. Banach ('°), il suffit d'établir le 
lemme suivant : vd eaxrste une sutte (æ,) de points de F, tendant fortement vers O. 
et telle que tout point x' € E' satisfaisant à la relation sup|B(x,,x'— x) <1 
n'appartienne pas à \. ‘ 

Soit ¢ la distance de x, à V; remarquons d’abord que d > 0 (c’est-à-dire 
que V est fortement fermée); en ellet, l'intersection de V et d’une boule fermée 
S de centre +, est faiblement compacte, donc faiblement fermée, et à fortiori 
fortement fermée: la distance de x, à cette intersection est par suite > 0. 
Suivant toujours le raisonnement de M. Banach, nous allons voir qu'il existe 
un ensemble fini P, de points de E tel que tout point .x’ € E’ satisfaisant aux 
relations 
d 
2 


Jn — re Sd +. B(x, a —ay,)'S— |r]. 

pour tout x € P,, n'appartienne pas à V. Supposons en effet le contraire; à tout 
ensemble fini F de points de E correspondrait alors un ensemble non ride H(F) 
de points +’ appartenant à V et satisfaisant aux relations 


/ 


PA |S +1, Bla, ris 


Dy rte pour lout € F: 


si F, et F, sont deux parties finies de E, on a évidemment 


H(F,u F:) = H(F,) n H(F,). 


donc les H(F) formeraient une base de filtre BH dans Vintersection de V et de la 
boule Ja’ — x,|<d +1; cette intersection étant faiblement compacte, la base 
de filtre # aurait un point faiblement adhérent x, € V. Il en résulte en parti- 
culier que, pour tout x € E, tout € > et toute partie finieFdeE, il existerait 
xv’ EH(F) tel que |B(a, v’— x) )|<<; si l’on suppose que x € F, on en déduit 


Ne 
B(a, 1, —@,)|S > |afsor, 


| B(x, a’, — 2, )|S Cal + <,et, comme <estarbitraire, 


; nie 
cette relation ayant lieu pour tout x € E, on en conclurait que Ja, —.r, |S > 


0 
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contrairement à la définition de d: l'hypothèse d'où nous étions partis est done 
absurde. ra pe 

Par recurrence, on en déduit aisément que. pour tout entier 7, il existe une 
partie finie P, de E telle que tout point 2” € E' satisfaisant aux relations 


rr) <Sd+n, Bor, a—xi)lS(d+k)|r|, pour tout .r € Ps, et 1SA SR — 1, 


d 
B(x, æ—7r,)lS=|r|, pour tout «EP, 
er Al 


n’appartienne pas à V. En divisant par d +# les points de P,,,(4=1, 2,...) 
et en rangeant en une suite (æ,) les points de l’ensemble dénombrable obtenu, 
il est immédiat que la suite (.x,) satisfait aux conditions du lemme (car on peut 
évidemment supposer que les points de chaque P, ont tous une norme <1). Ce 
dernier étant démontré, le théorème 23 en résulte. 


23. Dans le raisonnement de M. Banach auquel nous nous sommes référés 
pour établir le théorème 23, le fait que E est complet joue un rôle essentiel 
(alors qu'il n'intervient pas dans le lemme, qui est valable pour un espace 
normé quelconque E). Effectivement. nous allons voir que le théorème 23 est 
ineraet si E n'est pas complet. 

En effet, soit alors Ê le complété de E, x, un point de Ê n’appartenant pas 
à E, et soit V ’hyperplan B(x,, 2’) = o dans le dual E’ de E, identique au dual 
de Ë; d'après le théorème 22, l'intersection de V et d'une boule fermée quel- 
conque dans K’ est faiblement compacte pour la topologie 5 (E’, E), donc aussi 
pour la topologie 5(E’, E) qui est moins fine; mais V n’est pas fermé pour cette 
dernière topologie (corollaire du théorème 2). 


24. Tutorime 24. — Pour qu'un espace normé E soit réfleæif, il faut et il suffit 
que la boule fermée S formée des points x € E tels que |x|£1 soit faiblement 
compacte. 


En effet, soit E l’image canonique de E dansson bidual B”(§ 18); l'application 


canonique de E sur Ë est non seulement un isomorphisme de la structure 
d'espace normé de E sur celle de Ë, mais aussi, d’après sa définition, un isomor- 
phisme de la topologie faible o( E, KE’) sur G(Ë, B’). S Ë—F", l'image cano- 
nique S de S est faiblement compacte ( pour la structure o( 8B”, E')) d’après le 
théorème 22; donc S est faiblement compacte. Réciproquement, supposons que 
S soit faiblement compacte ; il en est de même de S, donc le théorème 23, 
appliqué au sous-espace vectoriel Ë du dual B” de l'espace complet E’, montre 
que E est faiblement fermé dans BE". On en conclut que E=E’; sinon, il 
existerait un x’ € E’ orthogonal à E et 40; donc x’ serait orthogonal a E 
et >< O, ce qui est absurde. 


appliqué en échangeant les rôles de # et u’) que u'(F’) =F’. Soit S la boule 
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CoROLLAIRE. — Sr V est un sous-espace vectoriel fermé d'un espace réflexif F, 
le sous-espace V et l'espace quotient E N sont des espaces réflext fs. 


En effet, V est faiblement fermé (th. 3), et la topologie faible sur V est 
induite par la topologie faible de E (th. 6); l'intersection de V et de la boule S 
est donc faiblement compacte dans V, ce qui prouve que V est réflexif. D'autre 
part. la boule fæ}£r dans E'V est l'image de la houlefx}£r par l'application 
canonique æ > a de E sur E/V (qui, à tout élément 2 EE, fait correspondre sa 
classe mod. V). Or, cette application est faiblement continue (th. 15); elle 
transforme donc tout ensemble faiblement compact en un ensemble faiblement 
compact, ce qui prouve que E/\ est réflexif. 


25. Nous allons maintenant utiliser les résultats précédents pour étudier 
les applications linéaires d'un espace normé E dans un espace normé F. Nous 
dirons, conformément aux conventions du paragraphe 19, qu’une telle applica- 
tion wv est fortement continue (resp. un homomorphisme fort) si elle est continue 
(resp. est un homomorphisme) lorsqu'on munit E et F de leurs topologies 
fortes (topologies d'espace normé). D'après le théorème 15, si w est fortement 
continue dans E (resp. un homomorphisme fort de E dans F). w est aussi 
faiblement continue (resp. un homomorphisme faible de E dans F). Mais 
ici, ces propositions admettent des récrproques : 


THÉORÈME 25 (*°). — Sr u est une application faiblement continue d'un espace 
normé E dans un espace normé F, u est fortement continue dans E. 


En effet, soit S la boule [x|£r dans E; il suffit de prouver que u(S) est borné 
dans F. Or, si y’ est un élément du dual I’, y'ou est une forme linéaire 


continue dansE, donc sup Ly'(u(æ)) | <+,c'est-à-dire sup yy) (+x: 
v ES 


y€ us) 
comme y’ est quelconque, u(S) est faiblement borné dans F, donc fortement 


borné (th. 18). 


THÉORÈME 26 (*'). — Siu est un homomorvhisme faible d'un espace normé Ki 
dans un espace normé F, u est un homomorphisme fort de E dans ¥. 


Remarquons d’abord que u est faiblement continue, donc fortement continue 
d’après le théorème 25. Supposons d’abord que w soit un #somorphisme faible 
de E dans F. Si w’ est la transposée de w, on sait alors (corollaire du théorème 1%. 


\ 


ly {<1 dans F; pour voir que west un isomorphisme fort, il faut prouver queu(S) 


(20) Le théorème est démontré par N. Duneorp, doc. cit., p. 317 (th. 20). 
(21) Si l'on tient compte des théorèmes 41 et 14. le théorème 26 est équivalent à un théorème de 
F. Hausdorff (loc. cit., p. 308, dritter flauptsatz), 


Ann. Ee. Norm., (3), LIX. — Fasc. 2. 
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est borné dans E. Or, quel que soit x’ € E', il existe y’ € F’ tel que 2’ =w'(y’), 
done 
bre B(x, u(y) ) = C(« (7e x) = v(u (r)) : 


quel que soit æ Eu(S), ona par suite 


/ \ 


Jefe) == La ucrr)|S{o I: 


done u(S) est faiblement borné, et par suite fortement borné (th. 18). 


Passons au cas général, et soit K— (0); on peut écrire u=vog, ou % est 
l'application canonique de E sur EK, et une application linéaire biunivoque 
de EK sur u(E). D'après le théorème 4, le dual de EK est le même, qu'on mu- 
nisse EK de la topologie d'espace normé, quotient par K de la topologie forte 
de E, ou de la topologie quotient par K de G(E, kK’); en outre, cette dernière topo- 
logie quotient est la topologie faible de l’espace normé E K (th. 8). Donc ¢ est un 
isomorphisne faible de l'espace normé E K dans l’espace normé F;ilen résulte 
que c’est aussi un isomorphisme fort, donc que u est un homomorphisme fort 
de E dans F. 

On peut donc désormais parler d'application linéaire continue (resp. d’homo- 
morphisme) de E dans F sans préciser s’il s'agit des topologies fortes ou des 
topologies faibles surEetF. 


26. Rappelons deux théorèmes de M. Banach, dont nous aurons besoin dans 
ce qui suit : 


THÉORÈME 27 (?*). — Soit u un homomorphisme d'un espace normé E dans un 
espace normé F. St E est complet, u(E) est fermé dans F. Réciproquement, st E 
et F sont complets, et st u est une application linéaire fortement continue de E 
dans F, telle que u(E) soit fermé dans ¥, u est un homomorphisme de E dans F. 


TuéorÈMEe 28 (*°). — La transvosée u' d'une application linéaire continue u 
d'un espace normé K dans un espace normé F, est fortement continue dans F'. 


Il résulte en particulier du théorème 28 que toute application linéaire favble- 
ment continue ¢ de F' dans E’ est fortement continue (analogue du théorème 25); 
en effet, une telle application est la transposée d’une application linéaire faible- 
ment continue 4 de E dans F(S 11); comme « est fortement continue d’après 
le théorème 25, ¢ est fortement continue d’après le théorème 28. 

Par contre, la première partie du théorème 15 n’a pas d’analogue, en général, 
dans le dual d’un espace normé : si F n’est pas réflexif, une application linéaire 


(22) S. BaNacH, loc, cit., p. 38, 
(23) Jhid., p. 100, 
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de F’ dans E’ peut être fortement continue sans être faiblement continue: il 
suffit pour le voir de considérer le cas où EF’ est le corps des nombres 
complexes. 

Des théorèmes 27 et 28, on déduit les suivants : 


TuéorÈme 29. — Pour que la transvosée u' d'une application linéaire con- 
wnuue de E dans F soit un homomorphisme fort de F' dans F’, il faut et il suffit 
que u'(F’) soit fortement fermé dans E. 


En effet, wu’ est fortement continue d’après le théorème 28; comme les duals 
F’ et K’ sont complets, on peut appliquer aw’ le théorème 27, d'où la proposition. 


Tuéoreme 30. — La transposée u' d'un homomorphisme u de E dans F est un 
homomorvhisme fort de F' dans E' 


En effet, comme wu est un homomorphisme faible de E dans F, u’(F’) est 
faiblement fermé dans E’ (théorème 14, appliqué en échangeant les rôles de wv 
et wv’), donc fortement fermé: le théorème résulte donc du théorème 29. 

La réciproque du théorème 30 est inexacte en général; nous y reviendrons 
au paragraphe 29. 


27. Si F n'est pas réflexif, un homomorphisme fort de F’ dans E’ peut fort 
bien ne pas être un homomorphisme faible, ni même être faiblement continu, 
comme le montre l’exemple des formes linéaires fortement continues dans F’; 
il n’y a donc pas ici d’analogue à la seconde partie du théorème 15. Mais nous 
allons démontrer le résultat suivant : 


THÉORÈME 31 (7'). — Soit u une application linéaire continue d'un espace 
normé E dans un espace normé F. Siu! est un homomorphisme fort de F' dans K', 
et st E est complet, u' est un homomorphisme faible de F' dans K. 


Soit G— u'(O); si 9 est l’applicatiqn canonique de F’ sur l’espace quotient 
F’G, on peut écrire uw =o 9, ot. est une application linéaire biunivoque de F’ G 
sur w(F’). Désignons par A l’adhérence u(E) dans F [les adhérences forte et 
faible sont identiques d’après le théorème 3%, puisque u(E) est un sous-espace 
vectoriel]; on à G— A*(th. 5 ct 11); par suite (th. 17) le dual fort A’ de 
l'espace normé A est isomorphe à l’espace normé F/G. D'autre part, comme A 
est fermé, la topologie faible a(A’, A ) est isomorphe à la topologie quotient 
par G de 5(F', F) (th. 7); on peut donc (et c'est ce que nous ferons dans la 
suite de cette démonstration), dentifier A’ avec l’espace quotient F’ G, en ce qui 
concerne les topologies fortes et faibles de ces deux espaces. et considérer « 


(24) Le théorème est essentiellement dû aS. Binach, sous une forme un peu moins générale, mais 
à laquelle le théorème 31 se ramène aisément (loc. cit., p. 146, th. 1). 
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comme une application linéaire biunivoque de A’ sur u'(F'). Comme w’ est | 
faiblement continue dans F’, ¢ est faiblement continue dans A’; soit s son 
application réciproque [de w'(F’) sur A’]; la proposition sera établie si Pon 
prouve que æ est facblement continue. M suffit pour cela (corollaire du 
théorème 9) de montrer que, si H est un hyperplan fermé dans A’, 4 (H)= e(H) | 
est faiblement fermé dans w'(F'); nous allons montrer davantage, à savoir que 

e(H) est faiblement fermé dans E'. En effet. soit S une boule fermée dans E. 

telle que S, = SA¢(H) ne soit pas vide; par hypothèse, « est un ésomorphisme | 
fort de A’ sur u'(F'). done + S) est fortement borné dans A’; d'autre part, S est 
faiblement compacte, donc faiblement fermée dans E’ (th. 22), et comme rest | 
faiblement continue, “(S) est faiblement fermé dans A’. Done (tho 22) e(S) est 
faiblement compact dans A’, et il en est de même de a 5) = Py S)NH, puisque 
H est faiblement fermé; comme + est faiblement continue, elle transforme tout 
ensemble faiblement compact en ensemble faiblement compact, donc 


Sri eS, )) est faiblement compact dans E. Comme E est complet, le 
théorème 23 prouve que «(H) est faiblement fermé dans E’, ce qui achève la 
démonstration. 

Le théorème est inexact si l’on ne suppose pas E complet. Prenons en effet 
pour F le complété E de E, et pour uw l'application identique de E dans F; uw’ est 
alors l'application identique de F’ sur E’, qui est un isomorphisme fort (8 16), 
mais non un isomorphisme faible (corollaire du théorème 2). 


28. Le théorème 26 ne se transpose pas non plus tel quel aux homomor- 
phismes faibles de F’ dans E’; mais on a le théorème suivant : 


Turortme 32. — Si F est complet, et sv u! est un RERO P AIS faible de F' 
dans E', u' est un homomorphisme fort de ¥' dans E’. 


Conservons les notations de la démonstration du théorème 34; l'hypothèse 
entraine cette fois que e est un tsomorphisme faible de A’ sur u'(F’), et que v est 
fortement continue dans A’ (d’après le théorème 28): ¢ est la transposée d’une 
RE linéaire continue f de E dans A, et comme 6 est un isomorphisme 
faible, /(E) = A ( corollaire du théorème 14). SoitS la boule [x'f<r dans E’; il 
suffit de prouver que oS 5) est fortement borné dans A’. Or pour tout ve A, il 
existe reE tel que y = f(x); donc, pour tout y'e A’, 


Big wai Bf bye ge) = B(w, py! yg 
—] 
sly’ €¢(S), ona done 


Ba y= | B(x, v(31)) I<] ælle(3") 


— 1 


donc oS) est faiblement borné dans A’. Comme A est fermé dans l'espace 
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complet F, c’est un espace complet, et il résulte du théorème 21 que e(S) est 
fortement borné, d’où le théorème. 

Ici encore, le théorème cesse d’être exact si l'on ne suppose pas F complet, 
comme nous le-verrons au paragraphe suivant. 


29. Les résultats que nous venons d'obtenir nous permettent, lorsque E et F 
sont tous deux complets, d’énoncer le théorème suivant, qui les relie et les 
résume : 


THÉORÈME 33 (7°). — Sorent E et F deux espaces normés complets, u une applica- 
tion linéaire continue de E dans F. Les Propositions suivantes sont toutes équiva- 
lentes : 


a. west un homomorvhisme (fort ou faible) de E dans F; 
b. u(E) est (fortement ou faiblement) fermé dans F:° 
c. ul est un homomorphisme fort de F' dans E': 

d. u(F')est fortement fermé dans E'; 

ec. u(F') est faiblement fermé dans E ; — 

f. u'est un homomorphisme faible de F' dans E. 


En effet, a et b sont équivalentes, d’après le théorème 27, et le même 
| théorème prouve l’équivalence de c et d; a et c sont équivalentes d'apres le 
théorème 14, et le même théorème prouve que b et / sont équivalentes; enfin, 
cet f sont équivalentes d'après les théorèmes 31 et 32 (on peut aussi dire 
| que c entraine f d’après le théorème 31, et remarquer que e entraine d sans 
| aucune hypothèse sur E et F, ce qui évite d'utiliser le théorème 32). 
Si l’on suppose seulement que E soit complet, on a le théorème suivant : 


Tuéorème 34. — Sv wu est une application linéaire continue d'un espace normé 
} complet E dans un esvace normé F, les propositions a,c, d, ete du théorème 33 
| sont équivalentes, et entrainent b et /. 


Tout revient à démontrer que c entraine a, c’est-à-dire la réciproque du 
| théorème 30. 

De façon générale, considérons les complétés É et Pde EetF respectivement : 
{ toute application linéaire continue wde E dans F se prolonge (de manière 


| unique) en une application linéaire continue u de Ë dans F : en outre, comme 
| les duals forts de Ê et F sont respectivement identiques aux duals forts E’ et F' 
1 de Eet F (§ 17) la transnosée de u est identique à la transposée u’ de u. Il en 
| résulte aussitôt que si wv’ est un homomorphisme fort de F’ dans E’, west un 


(25) Si l'on tient compte des théorèmes 14 et 14, le Théorème 33 se trouve déjà dans le Mémoire 
| plusieurs fois cité de F. Hausdorff, 
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homomorphisme de E dans F, en vertu du théorème 33, qui est alors applicable. , 

4 —y _ . . “ sit | 
Or, si E est complet, & est identique à u, done wu est un homomorphisme: 
de E dans F, ou, ce qui revient au méme, un homomorphisme de E dans F. 


| 
| 


COROLLAIRE. Soient E,, E, deux espaces normés obtenus en munissant un) 
mème espace vectoriel de deux topologies &,, Gs d'espace normé; st &, est stricte- 
ment plus fine que %,, et st E, est complet, la topologie induite par la topologie! 
forte du dual E, de E, sur le dual EF, de E, (considéré comme sous-espace| 
vectoriel de E,) est strictement moins fine que la topologie forte de E,. 

En effet, l’'application identique uv de E, dans E, n’est pas un isomorphismef 
fort; sa transposée uw’, qui est l'application canonique de E, dans E', ne peut! 
donc être un isomorphisme fort, en vertu du théorème 34. 

Nous allons maintenant montrer que le théorème 34 cesse d’être exact lors- 
qu’on ne suppose plus E complet, mème si F est alors supposé complet. A cet 
effet, nous donnerons d'abord une méthode générale qui permet, étant donné! 
un espace normé E à une infinité de dimensions, de former sur le même espace 
vectoriel deux topologies d'espace norme &, et &,, dont la première est stricte- 
ment moins fine et la seconde strictement plus fine que la topologie de E. Pou 
cela, considérons une base vectorielle (a,) de E (par rapport au corps des 
nombres complexes); on peut évidemment supposer que |a,|—1 quel que 
soit a. L'ensemble des indices x étant infini, on peut le mettre sous la forme du 
produit B> N d’un ensemble infini B et de l’ensemble des entiers naturels, 
autrement dit écrire la hase sous la forme (43,). Cela étant, posons 


y 


I 2 
DEn=n:43,» et re a U8.ns pour tout 3: 


soit V, l’ensemble cerclé et convexe engendré par les b3,, V, l'ensemble cerclé 
et convexe engendré par les c:,. Il est immédiat que V, et V, sont desk 
ensembles équilibrés, et que, pour tout élément x £ 0 de E, il existe À > 0 a 
que Ar&V, et AxéV,; donc V, et V, sont des ensembles de la forme p.(æ) Sif 
et p,(æ)£1 respectivement, où p, et p, sont des normes; il est clair d'ailleurs! 
que p, nip, ne peuvent être équivalentes à la norme de E, d’où la proposition. 

Prenons alors pour Fun espace complet quelconque (a une infinité de dimen- 
sions), et soit E un espace normé obtenu en munissant l’espace vectoriel F 
d'une topologie strictement plus fine que celle de F (d’après la méthode précé | 
dente); Ene peut être complet, en vertu du théorème 27. Soit w l'application! 
identique de E sur F, qui est continue; comme u(E)—F, u’ est un isomor- 
phisme faible de F’ dans E’ (corollaire du théorème 14); comme F est complet, 
u'est aussi un isomorphisme fort de F’ dans E’ d'après le théorème 32, mais ui 
nest pas un isomorphisme fort de E dans F. Ce méme exemple fournit un 
contre-exemple pour le corollaire du théorème 34. 
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En utilisant toujours la méme méthode, nous allons maintenant montrer que 


| le théorème 32 cesse d'être exact lorsqu'on ne suppose plus F complet, même 


si E est complet. En effet, prenons pour E un espace complet, pour F un espace 


| normé obtenu en munissant E d’une topologie strictement moins fine que celle 


de E. Soit u l'application identique de E dans F, qui est continue; comme 


| u(E)=F, w’ est un isomorphisine faible de F’ dans E’; mais wu’ ne peut être un 


isomorphisme fort de F’ dans E’, car alors, d'après le théorème 34, u serait un 


¢ isomorphisme fort de E sur F, contrairement à l'hypothèse. 


Le mème exemp'e prouve que, lorsque E est complet, mais non F, les propo- 
sitions D et f du théorème 33 (qui sont toujours équivalentes entre elles) 


à n’entrainent pas les propositions a, ¢, d, e. 


APPENDICE. 


Espaces reflexifs et espuces uniformément convexes. 


30. La condition de réflexivité d’un espace normé (th. 24) a été obtenue 


} sous une forme différente par M. Goldstine (2°); l'énoncé auquel il aboutit est 


assez compliqué d’aspect (il utilise la notion de limite généralisée de Moore- 
Smith), et résulte de l’usage d’intégrales généralisées d’un type introduit par 
M. Hildebrandt. Il serait facile de prouver directement l’équivalence de cette 


| condition et de celle du théorème 24; nous ne l’entreprendrons pas ici, mais il 


ne nous semble pas dépourvu d'intérêt de montrer comment on peut adapter la 
méthode de M. Goldstine pour donner du théorème 24 une démonstration qui 
n’utilise pas le théorème 23 de M. Banach. L'outil essentiel de cette méthode 
est en effet une proposition sur les intégrales de Hildebrandt, qui est équiva- 
lente au théorème suivant de la théorie de la dualité, que nous allons main- 
tenant démontrer par un raisonnement tout à fait différent, bien entendu, de 


Li dé M. Goldstine : 


Taéorème 35. — Dans le biduul E" d'un espace normé E, soit 5" la boule fermée 


| ja’ | <1, É l'image canonique de E; l'intersection 8’ NK est faiblement dense par 


rapport à SE 


Soit x” ES’; il nous faut prouver que, pour toute suite finie(x; )(1=1£n)de 


points < 0 deL’, ilexistex,€eE tel que|2,|<1 et que[B(a, ,2”) —B(a,, 27 {Sa 


pour 1<¢<n. Soit V le sous-espace vectoriel fermé de E, intersection des 


(26) H. H. Go.nsrine, Weakly complete Bunach spaces (Duke Math, Journ., 4, 1938, pe 025-131). 


f Signalons cn passant une erreur dans la démonstration du dernier théorème de ce travail Cour 


p. 130): il y a confusion entre un espace de deuxième catégorie duns lui-méme et un espace de 
deuxième catégorie dans un autre espace le contenant; la ya idité du théoreme lui-méme (à savoir, 
que le seul cas où le bidual E” soit isomorphe a E est le cas où E est réllexif) reste indeécise. 
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n hyperplans B(x, x, )— 0; l'espace-quotientE Va un nombre fini de dimen- 
sions, et son dual fort peut être identifié au sous-espace V” de E’orthogonal à V 
(th. 17), qui est engendré par les x; ; comme tout espace à un nombre fini de 
dimensions est réflexif. le dual fort de V*est isomorphe à E V. Or, si fest la 
restriction de la forme linéaire x” au sous-espace \*, fest une forme linéaire 
continue sur V*, donc appartient au dual de V*; d’autre part. sa norme est 
<Jax’| <1. [existe done un pointe E V, de norme <r, tel que 


= , 2 


i) ell BCE ea pour 1£{£n: 


pour tout Ez, on aura AUSSI 


ES 


Br, 50e 2) pour tout /. 


Or, d'apres la définition de la norme dans E V (§ 3), pour tout : > 0 il existe 
xe & tel que x|<1 + =; donc il existe a, EE tel que fx,|£r et |a — 2, | <e. 


On a par suite 
LB xi, 2") = Brooks) |= Bae aq ae) (Sepals 


si l’on a pris ¢ assez petit pour que :fx;|£1 pour 1 £1<n. on voit que +, 
remplit les conditions voulues, d’où le théorème. 

Une fois démontré le théorème 35, la démonstration de la seconde partie du 
théorème 24 procède comme suit: si la boule S est faiblement compacte 


dans E, son image canonique 5’ E est faiblement compacte dans le bidual E’, 
done S'NÉ est faiblement fermée dans E”, et par suite identique à son adhé- 
rence faible, qui n'est autre que S’ en vertu du théorème 35; mais la relation 
S’NE = S' entraine évidemment E'= Ë. 

On déduit du théorème 35 un autre critère (évidemment équivalent à celui 
du théorème 2%), en raisonnant de la façon suivante : soit x’ un point de S” tel 
que }x'|=1; d'après le théorème 35, tout voisinage faible de x” dans E 
[ils'agit toujours de la topologie faible 5(E", E’)] rencontre S’AE; les traces 
sur S'NE des voisinages faibles de x” forment donc une base d'un filtre & 
sur E, qui est d’ailleurs filtre de Cauchy pour la topologie faible 5(É, E'). Pour 
que E soit réflexif, il faut et il suffit que (pour touta’) soit faiblement 
convergent dans E, car si & Ek est limite de F,-on aura xv” = x. Cette condi- 
tion peut encore se transformer : si E est réflexif, on a x” EE, donc les traces 
sur S'NÉ (égal ici à S”) des voisinages forts de x” forment une base d’un filtre G. 
plus Jinque F, et fortement convergent (vers x"). Inversement, supposons qu'il 
existe sur E un filtre G plus fin que &# el fortement convergent vers un point 
© EE; est alors fortement adhérent à Gj, donc /arblement adhérent à G, et par 
suite /athlement adhérent à & qui est moins fin que G; mais comme & est un. 
liltre de Cauchy pour la topologie faible, % est faiblement convergent 
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vers Z, donc E est réflexif. Si l'on remarque que, pour que E soit réflexif, il est 
nécessaire qu'il soit complet, on voit que, si cette condition est remplie, une 
condition nécessaire et suffisante pour que E soit réfleæif est que, pour tout 2", 
d existe un filtre de Cauchy pour la topologie forte qui soit plus fin que le 
filtre &. 

Cette condition sera en particulier remplie si, dans le filtre #, il existe des 
ensembles de diamètre arbitrairement petit, car lui-même sera un filtre de 
Cauchy pour la topologie forte. Nous allons voir qu'il en est ainsi si E satisfait 
à la condition suivante : (C) pour toute So et pour tout x" 6K" tel que | 
ul existe 5 > 0 (dépendant de x” et de 2) tel que, pour tout 2 EK satis faisant 


A 


== 
T Ut 


aux conditions |x'} = 1, B(x',æ")—1 <o, le diamètre de l'ensemble des xeK 
tels que |x|£1, | B(x, x')—1 <4 soit <e. En effet, prenons un x, GE’ tel que 
5 
2 


B(x,, v”)—11<- et |r) |=1. et considérons l’ensemble À des points & de 


S’NE tels que | B(a,, x”)— B(x, z,) IS <3 A appartient à #, et est l’image 


canonique d'une partie A de E dont les points x satisfont aux relations |æf<r, 
|B(x. x) —1 <2; donc A à un diamètre <<, et il en est de même de A. 

La condition (C) est satisfaite, en particulier, lorsque la topologie forte de E 
est définie par une norme uniformément convexe (?7); nous retrouverons ainsi 
le fait qu'un tel espace, s’il est complet, est réflexif (?*). En effet, l'uniforme 
convexité de la norme signifie que, pour tout > 0, il existe © > o tel que les 


I | 
= F0) 


sons donné un x’ EE’ tel quefx'|=1, et soit A l'ensemble des x tels que 


ae 21 — 4 entrainent fx —y|<<; suppo- 


conditions |z|=r, || 


[B(x, x')—11< : et |a|<1; A contient au moins un point x, tel que ja, |=1; 
pour tout autre point æE À, on aura 


i B(x — 2, æ')|<0, donc | B( (x +2), a | ce 0 


[ x N A 
i(æ+a)|21—2, et par suite 
> Zz 


ce qui, vu la relation [.2’|—1, entraine 
Ja —x,|<<. Pour un espace à norme uniformément convexe, on a donc une 
propriété plus précise que la condition (C), puisqu'on peut alors, dans l'énoncé 
de cette dernière, supprimer toute restriction sur x’, sans modifier la conclusion. 


(27) Voir J. Cuarkson, Trans. finer. Math. Soc., 40, 1936, p. 396. 
(28) Voir B. J. Pettis, Duke Math. Journ., 5, 1939, p. 249. 
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SUR 


CERTAINES SURFACES 


LIGNES DE COURBURE PLANES 


Par M. Pauz VINCENSINI[I. 


1. Le problème de la détermination des surfaces (S) à lignes de courbure 
planes dans les deux systèmes est l’un des plus intéressants, par l'élégance 
géométrique du résultat, parmi les problèmes de géométrie différentielle, à la 
vérité peu nombreux, dont on peut donner une solution explicite complète. 

On sait que G. Darboux a montré que l’on obtient toutes ces surfaces, en 
considérant deux coniques focales l’une de l’autre et deux séries de sphères 
centrées, respectivement, sur les deux coniques, et de rayon variable suivant 
une loi arbitraire dans l’une et l’autre série. Le plan radical de deux sphères 
choisies arbitrairement dans les deux séries enveloppe la surface S la plus 
générale. Ponctuellement, S s'obtient comme lieu du centre radical des deux 
sphères et des deux sphères respectivement infiniment voisines dans les deux 
séries; les plans radicaux de deux sphères infiniment voisines dans chaque 
série fournissent les plans des lignes de courbure des deux systèmes. 

Le procédé employé, quand on veut approfondir une question aussi compli- 
tement résolue que la précédente, consiste, généralement, à imposer à la 
surface S une condition géométrique supplémentaire choisie aussi judicieu- 
sement que possible. On obtient alors un nouveau problème, et c'est un 
problème de ce genre qui est à l’origine de cet article; la condition imposée 
aux surfaces S du début est la suivante : la développée moyenne de S (lieu des 
milieux des segments déterminés par les différents couples de centres de cour- 
bure principaux associés) est un plan. 

D'une façon générale, on ne peut pas imposer aux surfaces à ligne de courbure 
planes dans les deux systèmes (ou même dans un seul système) la condition 


d’avoir une développée moyenne donnée, et le développement qui va suivre tire 
18 
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en partie son intérêt du fait que la forme plane est l'une des formes admises 
pour la développée moyenne. 

Parmi les surfaces S générales à lignes de courbure planes dans les deux 
systèmes, il en existe dont les deux nappes de la développée dégénèrent en 
deux courbes : les cyclides de Dupin dont les normales s'appuient sur deux 
coniques focales l’une de l’autre. Si l'on impose une condition supplémentaire 
aux surfaces S, il n’y aura plus, en général, dans la nouvelle famille obtenue, 
de surfaces pour lesquelles la développée dégénère. Il est remarquable que si 
la condition est celle dont il est question plus haut (développée moyenne 
plane), il existe des surfaces S pour lesquelles-l'une des deux nappes de la 
développée se réduit à une courbe. Ces surfaces sont des enveloppes de sphères 
susceptibles d'une élégante définition géométrique, que nous étudierons aussi 
complètement que possible au n° 3, et qui peuvent recevoir, comme nous le 
montrerons au n° 4, une intéressante généralisation. 

La considération des congruences des normales aux surfaces enveloppes de 
sphères auxquelles il vient d’ être fait allusion, permet d'étendre aux adjointes 
des surfaces minima d’O. Bonnet à lignes de courbure planes dans les deux 
systèmes, certaines propriétés des asymptotiques qui ne semblent guère avoir 
été signalées que pour l’hélicoïde minima réglé et la surface d’Enneper. 

Nous avons, chaque fois que cela a été possible, poussé les calculs jusqu'au 
bout : c’est souvent difficile en géométrie différentielle où l’on est obligé, la 
plupart du temps, de s’en tenir aux indications d’ordre général déduites de la 
théorie des équations différentielles ou aux dérivées partielles. 

Il nous sera commode de substituer, à la recherche de divers types de 
surfaces que nous rencontrerons dans cette étude, celle des congruences de 
leurs normales. Nous adopterons alors, pour la détermination d’une congruence 
inconnue, le procédé de C. Guichard ('), qui consiste à supposer la congruence 
rapportée à ses développables (4 — const., »=const.), et à prendre comme 
surface de départ la surface moyenne (lieu des milieux des segments focaux). 

Si l’élément linéaire de la représentation sphérique des développables de la 
congruence est 

ds? — E du? + 2F du dy + Gdp?, 


si l’on désigne par x, y, 3 les coordonnées du point moyen sur chaque rayon, 
par X, Y, Z les cosinus directeurs du rayon, par æ,, y,, 3, et Ts Vo il Seles 
coordonnées des deux foyers F,, F, situés sur le rayon envisagé, et par 2¢ la 
distance de ces deux foyers, on a 

| Li = OX, N= y= OX B—=% +02, 


els) 
) Vi Yo) 2 — 5: — OZ. 


(1) Surfaces rapportées à leurs lignes an el congruences rapportées à leurs dévelop- 
pables (Ann. École Norm., Paris, 3° série, t. VI). 
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Le premier foyer, F,, étant supposé correspondre aux développables 
v= const., et le second aux w= const., la connaissance de la représentation 
sphérique (X, Y, Z, et par suite E, F, G = fonctions connues de w et ¢) 
entrainera celle de la congruence, et en particulier de ses deux nappes focales 
définies par les deux systèmes d'équations (1), dès que la fonction o(u, ¢) sera 
connue. Cette fonction est définie (vorr le Mémoire cité de C. Guichard) par 
l'équation de Laplace 


(2) do ma PE , 26 das Ob: Bie 
< du AOL © Ge DAT OR ) rai: 
dans laquelle ona 
G %Æ _ p 9G poe _ mae 
é Ae hot en Sal fay Ou ees EE ou de 
(5) Te, ely Ti Ree Fey + lever re 


et la surface moyenne de la congruence correspondant à une solution déter- 
minée 9 de (2), s'obtient en intégrant le système [complètement intégrable en 
vertu de (2)| 


tt 
(4) ‘ } à 
dr {Oo \ OX 
(sers baemesR Ate ap 


et les deux systèmes analogues en y et =. 

Les éléments des deux nappes focales (F,) (lieu du foyer F,) et (F,) (lieu du 
foyer F,), relatives à une congruence déterminée [¢ = solution connue de (2)], 
s’obtiennent sans difficulté a partir des équations (1). On a, en particulier, 
pour les coefficients E,, F,, G,, du ds? de la premiere nappe focale, 


: A f OPN , [ do 2 
i — == ! a bo). 
KE =8 (52) (55 +28) 


| 
(0) BS SE jap (SE + be), 
hi =8(5) BANE 2 FE MC 
et pour ceux de la deuxième 
b=8(52) = 4p2(b?-+ E), 
5:) PSE TE = — 4b e (Se + a9) 


OPEN OR: 100 : 2 
G.=8(4") — CS + ap). 


2. Surfaces à lignes de courbure planes dans les deux systèmes et a déve- 
loppée moyenne plane, — Nous commencerons par rechercher les congruences 


10% 
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des normales aux surfaces indiquées; les surfaces elles-mêmes s’en déduiront 
facilement. La congruence la plus générale admettant un plan P pour surface 
moyenne s'obtient, géométriquement, de la facon suivante : | 

On projette orthogonalement un point quelconque M d’une surface arbi- 
traire © en m sur le plan P, on fait tourner dans Je plan P (supposé orienté) 
m d'un angle droit autour d'un point fixe du plan, ce qui amène m en nv’; on 
mène par m' la parallèle D à la normale en M à ¥; l’ensemble des droites D ainsi 
obtenues fournit la congruence la plus générale du type indiqué. 

IL est bien connu que les développables de la congruence correspondent aux 
lignes asymptotiques de la surface È (dite surface génératrice de la con- 
gruence). les deux plans focaux issus de D étant perpendiculaires aux 
tangentes asymptotiques de 2 en M. Pour que la congruence soit normale, il 
faut et il suffit que sa surface génératrice soit minima. S'il s'agit d'une 
congruence constituée par les normales à une surface à lignes de courbure 
planes dans les deux systèmes, l’image sphérique de ses développables, qui 
est celle des lignes de courbure des w' surfaces orthogonales aux rayons, est 
formée de deux familles orthogonales de cercles. La surface génératrice & est, 
dans ce cas, une surface minima admettant pour représentation sphérique de 
ses asymptotiques un double système orthogonal de cercles. Si l'on envisage la 
surface minima adjointe de X, cette surface a pour image sphérique de ses 
lignes de courbure l’image des asymptotiques de 2; cette image étant consti- 
tuée par deux familles orthogonales de cercles, la surface a ses deux familles 
de lignes de courbure planes et est l’une quelconque des surfaces minima 
définies par cette propriété (surfaces minima d'O. Bonnet). 

On peut donc définir les surfaces que nous recherchons, comme les surfaces 
orthogonales aux congruences à surface moyenne plane admettant pour généra- 
trices les adjointes des surfaces minima d'O. Bonnet. Cette définition nous montre 
dés à présent quel est le degré de généralité des surfaces étudiées; en négli- 
geant les paramètres correspondant aux homothéties et aux déplacements, ces 
surfaces forment une famille à trovs paramètres, à savoir, le paramètre qui 
définit la forme de la surface d’O. Bonnet et de son adjointe génératrice, et les 
deux paramètres qui définissent la direction du plan moyen par rapport à la 
surface génératrice. Mais, pour une étude aussi complète que possible, il con- 
vient d’ellectuer la recherche analytiquement, ce que nous allons faire en 
utilisant les formules de C. Guichard rappelées au numéro précédent. 

Le double système de cercles définissant la représentation sphérique des 
développables des congruences normales à surface moyenne plane qui nous 
intéressent, s'obtient en coupant la sphère image par deux faisceaux de plans 
dont les axes D et D’ sont conjugués par rapport à la sphère. Il en résule immé- 
diatement que, comme dans toutes les surfaces à ligne de courbure planes dans 
les deux systèmes, les plans des lignes de courbure des surfaces cherchées 
sont parallèles à l’une ou l’autre des deux droites orthogonales fixes D et D’. 
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Nous envisagerons deux cas suivant que les deux droites conjuguées D et D° 
définissant la représentation sphérique sont, l’une sécante et l'autre non 
sécante à la sphère, ou bien tangentes à la sphère en un même point. Dans le 
premier cas, si nous supposons que la droite D ne coupe pas la sphère et que 
par suite D’ la coupe, si nous prenons pour axe Os la perpendiculaire com- 
mune à D et D'et pour axes Ox et Oy les parallèles respectives aux droites D 
et D’, et si nous désignons par la distance du centre O de la sphère image 
à D'(x<{1), les équations donnant la représentation sphérique sont 


(6) x \ 1— x? sinu \ \i—zshe . cosu — x che 
» 2 =: SS —_————— = 
che + 7 cosa’ che — xcosu che=- > cosa’ 


les cercles u = const. étant ceux déterminés sur la sphère image par les plans 
issus de D’, et les cercles « — const. ceux déterminés par les plans issus de D. 
Le ds* correspondant de la sphère est 


Is? du? dv? 
7 OS SS ee 
7) : (che + x cosu)? 


Dans le deuxième cas, D et D’ étant supposées respectivement parallèles à 
Oy et Ox, et menées par le point (0, 0, 1), ona 


. 2404 A 20 = UE CT | 
(8) \ = ————__; Y=—_——, LS —— RTE 0 
RE ES | + +1 + PH I 
; 4 (du? + de*) 
(a) ds? — ———— — : 
È (On )E 


Placons-nous dans le premier cas. On a alors 


|B ==, 
1 
hears hats ae 
pas Bh Goo ess — she 
(10) Or \ core, Chpceg cosi? 
L 2) OlogvE _ x sin 
=} 2 | du che+acosu’ 
da __ 0b —2shesinu 


RE et 2, ns 
Ou ov (chy + a cosu)* 


et l'équation de Laplace (2) s'écrit 


Pp she Ua % sini Oo _ aashe sin een 
oo Oude che E xcosu du chey+-2cosudv (che + x cos)’ 


Cela étant, A, B, C désignant des constantes arbitraires, soit 


(12) Av+By+C:z=0, 


: i y 4 à surfac nne 
l'équation du plan moyen P d’une congruence normale à surface moye 
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plane ee ea (6) pour représentation sphérique de ses développables 
u — const., e— const. Il s’agit, pour déterminer la congruence, de calculer la 
fonction 9 fe de (11) qui lui correspond, après quoi l'intégration des trois 
systèmes d'équations (4) fera connaitre les trois fonctions x, y, = de u, ¢ qui 
fixent le point où le rayon générateur de la congrugnce, de cosinus directeurs 
X, Y, Z [donnés par (6)], perce le plan P. 

Dérivons (12) successivement par rapport à & et «; nous obtenons les deux 
équations 


Ox Oy Oz Ox Ov Oz 
. = — +B --C— = 
: Ou . Ou . dur ‘ ae aa : Ov . Grey 
: Dette . Ree OL dr 
qui peuvent s’écrire, en substituant aux dérivées DRE leurs expres- 
sions (4) et en posant 
6 = AX\ + BY + CZ, 
dlogp _dloge | ’ dlogs A lox ® a 
du Ou ee Ot À 06 LEE 


Le système des deux équations précédentes, où l’inconnue est la fonction ¢, 
est complètement intégrable comme le montrent les expressions (10) de a, 6, 
et son intégration donne 


7. étant une constante que nous pouvons égaler à l'unité, puisque les coeffi- 
cients A, B, C qui rentrent dans l’expression de © ne sont évidemment définis 
qu'à un facteur près. 

En remplaçant dans 0, (X, Y, Z) par leurs expressions (6), et E par son 
expression (10), on obtient 


(13) 0 == (che + zcosu)[AVi — 2° sinu — BV1— a? she + C(cosu +achv)]. 


On vérifie sans difficultés que cette valeur de ¢ est solution de l’equation de 
Laplace (11). Elle fournit donc la congruence normale a surface moyenne plane 
la plus générale, admettant pour image sphérique de ses développables un 
double système orthogonal de cercles défini par deux droites conjuguées D et D' 
dont l’une coupe la sphère image (x <1). 

Les congruences en question forment bien, comme nous l’avions prévu 
géométriquement, une famille à trois paramètres, « et les rapports de deux des 
trois quantités A, B, Ca la troisième. Leurs surfaces orthogonales fournissent, 
a une exception près, correspondant au cas laissé de côté où & — 1, l'ensemble 
des surfaces à lignes de courbure planes dans les deux systèmes et à déve- 
loppée moyenne plane. 

La détermination analytique complète des congruences que l’on vient 
d'obtenir et de leurs surfaces orthogonales s'achève sans peine. Les coor- 
données +, y, z du point où le rayon générateur de l’une quelconque de ces 


3 
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congruences perce le plan moyen, sont fournies par l'intégration des trois 
systèmes complètement intégrables (4). En remplaçant dans ces systèmes 
¢ par son expression (13), a et b par leurs expressions (10), X, Y, Z par leurs 
valeurs (6), les trois systèmes s'écrivent 


dx + a 
\ da = B(1— x?) cosu shv — Cay'1 — 22 cosu che — Cy/1 — 2°, 
| Ow = ——~_-. 

[5 = B(i— 2?) sinuche — Cay 1 — 2? sinush rc: 

ey : he Cy1— > si 

Ja ME) cosm she CIE a sinw she, 

Oy Te epee Nea gar ie 

=P ==— A(i — 2°) sinu chs — Cy 1— 2? cosuchs — Cay 1 — 3°: 

Oz —.. —— RE: 
| Fe B\ x? sinu she + Aay 1 — 2? cosu che + Ay 1 — 5°, 
| a5 =  BVi— 2? cosuche + Aa 1 — 2? sinushe + Bay 1— 2°: 


on en déduit, en négligeant une translation parallèle au plan moyen 


z= B(i—2?)sinu she — Ca\ 1 — 2? sinu che — Cy 1—- zu, 
(14) y =— AGU — 2?) sinu she — Cy'1 — 2? cosu she — Cayi — 2? v, 
(s= BVi— 2% cosushe + Axy’1—a'sinuchy + AN 1 — eu + Bay 1— 228; 


et l’on vérifie d’ailleurs aussitôt que l’on a 
Ax+By +C:—=o. 
Les deux nappes focales sont données par les équations (1). Le calcul donne, 


pour la première nappe focale (lieu du foyer F, correspondant aux dévelop- 
pables 6 = const.) 


Z= N(i— 22) sin + CV1— o? (sinu cosu —"), i 
yi=— 2A(1— 2?) sinuw she + B(i — 2?) sh?e 
(F:) — Cy'1 — 2? (2 cosu she fa she che +zr), 


3 —= AVi—2?(2asinuwchv+ sinucosu+ u)—Bzxy 1— x? (che she —#) 


Æ1 — 


+ C(2æcosuchr cos vw +>?ch°s): 


et pour la nappe focale (F,) 


Ho ==— A1 — a?) sin? uv + 2B(1— 2?) sinu she 


— Cy 1-— 2? (2a sinu chy + sinu cosu + u), 


D Bir— 2?) sh? 9+ Cay 1— 2? (shy che — 6), 


(F2) 


S 


—— AV/1— 2? (sinucosu — u) + By 1 — 2? (2 cosu she + xchs sh - 25) 


— C(22 cosu che + cos?u + x? ch?¢). 
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Les surfaces normales aux rayons des congruences qui viennent d’être déter- 
minées, c’est-à-dire, à l'exception près signalée plus haut, les surfaces à lignes 
de courbure planes dans les deux systèmes et à développée moyenne plane, 
sont définies par les équations 


(19) £=x+ tx, f= pee iN, Sees Ln 


où æ, y. = ont les expressions (14), X, Y, Z les expressions (6), et où t a pour | 
valeur 
[= i— fu du Vide 


7 désignant une constante arbitraire, et U, V étant, comme il est bien connu, 


les deux sommes 


he asx de 


Bene Le po 


Tous calculs faits on a 


U= Ay 1— 22 cosuche — Bay 1— 2? sinu she — C(1 — x?) sinuche + Nay — 2, 


V=Ay1— 2? sinushe + Bay 1— x2 cosuche — C(1 — x?) cosu shy + BY 1 — 2?, 


d'où l'expression de ¢ qui fait connaitre les surfaces (15) 


t= b= EN 1— #?(sinuchy + 2u)+ By 1— z* (a cosushe + v) = C1 — x?) cosuche]. 


Les lignes de courbure planes de ces surfaces sont les courbes wu — const., 
e— const., et le plan moyen est le plan 


\x+ By +C:—o. 


Dans le cas, laissé de côté, où les deux droites D et D’ qui définissent la | 
représentation sphérique sont tangentes à la sphère image au point (0, 0, 1), 
D et D’ étant respectivement parallèles à Oy et à Ow, les cosinus direc- | 
teurs X, Y, Z de la normale à l’une quelconque des surfaces cherchées ont les 
expressions (8), et le Tableau (10) est à remplacer par 


D 64 
4 
E=G= ===, 
Uae ea ils 
= ae = 0 logy F. logy F oa Mi Bu 2 are al: . 
(16) / tear | Ov uz4-p?+y 
Fan 2 land log VE et ax 
(eB Ka Qi Wrst Cla 
da db Aus 


Ou” Ov” (u® + 0? +1)?” 
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d'autre part, l'équation de Laplace (11) s'écrit 


ds 26 Oo out 05 Suc 


D] ” ” By A \ « 7 
du Ov TORRES 7 Us? 1 Og (up + 


me) 


L'équation du plan moyen de la congruence des normales à l’une quelconque 
des surfaces cherchées étant encore 
\x+By+Cs =o, 


et, O désignant toujours la quantité AX + BY + CZ, on yérifie aussitot que l’on 
a, comme dans le cas général, 


met 
age 
L'expression explicite de < est 
(18) ee Lu + 2Be =- C(u?-- 0? —1)], 


et cette expression vérifie |’équation de Laplace (17). 
Les trois systèmes (4) s’écrivent ici : 


Ox C Ox 

== 3 2 pee te RES Gogg: : 
an Be - : (u e?+1), a = Bia Gntes 
Oy A dy C 
— = bee Gyre “~ — RSA DE D EE à 
du sa Ov av a Li 
Oz \ . à : a PS she _ 
7 ine ie et 1) — Bue, Ps zh +1) Aue; 


et l’on en déduit, en négligeant une translation, pour les coordonnées x, y, = 
du point où le rayon générateur de la congruence des normales à l’une des 
surfaces envisagées perce le plan moyen, les expressions 

L 


/ C 
rae (1? — 3u0?+ 3u)— Bus, 
) 
(19) y= Fur — s5— 36) + Au, 
‘ , 3 
: a etal a B 5 
MER (esi id (is) ete Or a) 
6 2 


qui vérifient bien, comme l’on voit, l’équation du plan moyen Aw + By+Cz=0, 

Les congruences actuelles ne dépendent que de deux parametres de forme, a 
savoir les .rapports de deux des quantités A, B, C à la troisième, rapports 
qui fixent la direction du plan moyen par rapport à l'image sphérique des 
développables. 

Les deux nappes focales de l’une quelconque des congruences obtenues sont 
définies par les équations (1). Le calcul, fait en tenant compte des expressions 
précédentes de x. y, =, de la valeur (18) de <, et des expressions (8) de X, Y,Z, 
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donne pour la première nappe focale 


EUR h 
B= OU Ne 
J 
Ca : > 
(CHA) je C(ue+ = =e) Aur Be, 
; à 
G t toe ‘ 2 
Su =e + 2 — 1)? + \(3 US +38 ; 
et pour la deuxieme 
ul ; 
Li = oy = ot uv) \u > Bu, 
| | } 4 
2 - 5 
(Ghia) tie (Gets 
= J 
C 2 ? x cs 
| Sg =— + (u + —1)? 5 AW— Blue + ). 
i fn) 3 one 


Les surfaces normales aux congruences qui viennent d’étre déterminées 
s’obtiennent, comme dans le cas général, en remplaçant dans les formules (15), 


æ,y,3 par leurs valeurs (19), 9 par son expression (18), etc par de [Udu+Vde); 


7. étant une constante arbitraire. On a ici 


w= Sx => = (21) — Bue Gu, 
u 2 
OT B : 
V=SN = ZE . (c?— w?—1) + Aue — Ce, 
Ov > 


et l’on en déduit 


B C un 


{= Ii fe du+Vde=1— | > (Botu — ud 3u)-+ 5 (oi— uv —36) + (u?— 6) |; 


2 
u et ¢ sont les paramètres des lignes de courbure des surfaces obtenues, et 
les constantes A, B, C, dont seuls les rapports mutuels interviennent si l’on 
néglige une homothetie, définissent le plan qui constitue la développée moyenne 
(Av-+ By +Cz—o). 

Ainsi se trouvent déterminées, de facon complete et sans signes de quadra- 
tures, toutes les surfaces dont nous nous étions proposé la recherche, avec, 
pour chacune d'elles, les deux nappes de la développée. 

Il n’est pas inutile de noter que la raison géométrique du succès de la 
recherche tient à ce que des trois conditions suivantes imposées à une 
surface : 

ie premier système de lignes de courbure est formé de courbes planes; 

le deuxième système de lignes de courbure est formé de courbes planes; 

la développée moyenne est plane; 
conditions qui, par leur nombre, sembleraient devoir entrainer une impossi- 
bilite, la troisième jointe à l'une quelconque des deux premières entraine la 
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restante. Autrement dit, pour les surfaces admettant un système de lignes de 
courbure planes, la planéité de la développée moyenne entraine celle du 
deuxième système de lignes de courbure. 

Soit, en effet, S une surface admettant un système de lignes de courbure 
planes et dont la développée moyenne est plane; envisageons la surface géné- 
ratrice = (voir le n° 2) de la congruence de ses normales: Z est une surface 
minima dont la représentation sphérique des asymptotiques est celle des lignes 
de courbure de S. Une des familles de courbes de la représentation sphérique 
(celle qui correspond aux lignes de courbure planes de S) est formée de 
cercles; l'image des asymptotiques d’une surface minima constituant un 
système orthogonal isotherme, l’autre famille de courbes de la représentation 
sphérique est aussi formée de cercles, ct les lignes de courbure correspon- 
dantes sont planes comme celles du premier système. 

Si, par exemple, on avait recherché les surfaces à lignes de courbure planes 
dans les deux systèmes, et telles que les points partageant dans un rapport 
constant les différents segments focaux (déterminés par deux centres de cour- 
bure principaux associés) soient dans un même plan, on se serait heurté à une 
impossibilité. Pour retrouver la compatibilité, il faut abandonner la planéité de 
l’un des deux systèmes de lignes de courbure. On obtient alors un nouveau 
problème que nous aurons l’occasion d'examiner un peu plus loin dans un cas 
particulier. 


3. Surfaces dont l'une des nappes focales est une courbe. — Pour chaque 
valeur (supposée fixée) du paramètre x définissant la représentation sphérique, 
nous obtenons, en ne considérant pas comme distinctes des surfaces parallèles 
au sens ordinaire, une famille de x? surfaces de même représentation sphé- 
rique pour leurs lignes de courbure (parallèles au sens de Péterson suivant le 
réseau de courbure) et à développée moyenne plane, correspondant aux %? 
orientations possibles du plan moyen. Les æ' familles relatives aux différentes 
valeurs de x jouissent d'une propriété intéressante que nous allons signaler. 

Étant donnée une surface S dont les lignes de courbure de l’un des systèmes 


| sont planes, il existe une infinité de surfaces enveloppes de spheres admettant 


mème représentation sphérique de leurs lignes de courbure que S. Pour en 
avoir une, il suffit de prendre les points où les æ' lignes de courbure planes 
coupent une ligne de courbure L de l’autre système, puis de construire les 


| cercles osculateurs en ces points aux différentes lignes de courbure planes; la 


surface est constituée par l’ensemble de ces cercles. Les sphères touchant la 
surface le long des &' cercles précédents ont leurs centres sur la nappe de la 


§ développée de S relative aux lignes de courbure planes, et le lieu de ces centres 
est une courbe de la famille conjuguée des géodésiques enveloppées sur cette 
# nappe par les normales de S. Si la surface S est à lignes de courbure planes dans 
! les deux systèmes, la construction ci-dessus peut être effectuée indifféremment 
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avec les lignes de courbure de l’un ou de l'autre système, et elle fournit une 
double infinité de surfaces enveloppes de sphères parallèles entre elles au sens 
de Péterson. 

La conservation de l’image sphérique des lignes de courbure est, en général, 
la seule propriété invariante quand on passe de S-a l’une des enveloppes de 
sphères associées. En particulier, si S est l’une des surfaces envisagées dans 
cet article, à lignes de courbure planes dans les deux svstèmes et à développée | 
moyenne plane, les enveloppes de sphères associées, parallèles de Péterson 
à S, ne sont généralement pas à développée moyenne plane. Mais nous allons 
montrer que, dans chacune des différentes familles de 2” surfaces de même 
représentation sphérique de leurs lignes de courbure correspondant aux diffé- 
rentes valeurs de «, il existe deux surfaces enveloppes de sphères. Nous mettrons 
ainsi en évidence deux tnfinttés, géométriquement séparées, de surfaces enve- 
loppes de sphères à développée moyenne plane, constituant d’ailleurs la totalité 
des surfaces de ce type. La détermination des courbes lieux des centres des 
sphères engendrant ces surfaces, et la loi de variation de leurs rayons le long 
d’une même courbe, vont d’ailleurs nous conduire à des résultats dignes 
d'être notés. 

Les expressions des ds? des deux nappes (F,) et (F,) de la développée d’une 
surface à lignes de courbure planes dans les -deux systèmes et à développée 
moyenne plane, s’obtiennent, suivant que l’on est dans le cas à £1 ou x =1, 
au moyen des formules (5) ou (5’) du n° 1, dans lesquelles il faut remplacer 
l'élément linéaire sphérique par l'une ou l’autre des expressions (6), (9) du 
n° 2, et o par l'expression (13) ou (18) suivant que l’on est dans le premier cas 
ou dans le second. Les formules (5) et (5°) montrent que, dans l’un comme 
dans l’autre cas, la première nappe de la développée se réduit à une courbe si 
l'on peut avoir identiquement 


et, de même, la deuxième nappe se réduit à une courbe si 


95 be 
eee 0 
de Kd ce 

Placons-nous d'abord dans le cas général (0 <x <1); on a alors, compte tenu 
de la valeur (13) de ¢ et des expressions (10) de a et 6, 


Os ; — vs 

Wik bo (chit + 2 cos) ( \yi— 7? cosu — Csinu), 
OG PE . 

FE TEE au == (che + x cosu) (i, B V1 —2#chée + Co she). 


On constate que la premiére nappe de la développée de la surface S la plus 
generale à développée moyenne plane et à lignes de courbure planes, est une 
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courbe, si A=C =o, soit si l'équation du plan moyen est y — 0, c'est-à-dire 
st ce plan moyen est perpendiculaire à la direction de droite D' (voir le n° 2 ) 
commune aux plans des lignes de courbure du premier système de S. 

De même, la deuxième nappe de la développée se réduira à une courbe si 
B=C=o, c'est-à-dire si le plan moyen est perpendiculaire à la direction 
commune D aux plans des lignes de courbure du second système de S. 

Dans le premier cas, A=C =o. les équations de la nappe de développée 
curviligne sont [vor les équations (F,) et (F,) du n° 2] 


=O, br shia 5; Bayi — 2? (¢ —sheelie), 


soit, en disposant d’une homothétie et en posant 26 = 9 


= 1 — 2° 
(F,) m0; ya (cho —1), = 0er 


Dans le deuxième cas, B—C — 0, la nappe de développée curviligne est (F,) 
et ses équations sont, moyennant une homothétie et après avoir posé 2u =z, 


CF) L2—=—\ 1— 27 (1— cos), 5210; F3 4 — Sing. 


En définitive, il existe deux infinités de surfaces S à développée moyenne 
plane admettant une nappe de développée curviligne (enveloppes de sphères). 
Chaque représentation sphérique (« donné) fournit deux de ces surfaces, qui 
sont engendrées par des sphères dont les centres décrivent l’une ou l’autre des 
deux courbes planes (et dans des plans rectangulaires) définies par les équa- 
tions (F,), (F,). Ces surfaces constituent (à l'exception « =1 près que nous 
allons examiner) les surfaces enveloppes de sphères à lignes de courbure 
planes dans les deux systèmes et à développée moyenne plane les plus générales, 


; : : ; 4 do Os 
car il n’y a pas d’autre moyen d’annuler identiquement a + be ou get AE: 


qu’en faisant A= C =o ou B=C=o0. 
Sia—1,c à la valeur (18) et a el / ont les expressions (16). On a alors 


et l’on voit que si l’on a (A=C=0) ou bien (B =C =o), la premiere ou la 
deuxième nappe de la développée de la surface S envisagée sera une courbe. 

Les équations de la nappe curviligne de développée se déduisent des équa- 
tions générales (F, ), (F,) du n° 2. Si A = B =o, on obtient 


QE) Oy db EN 


et l’on voit que, dans le cas actuel, le lieu des centres des sphères enveloppant 
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S est une développée de parabole (courbe plane) dont la tangente de rebrous- 
sement est perpendiculaire au plan moyen (x, — 0). 

Le cas B= C =o conduit ici à la mème surface (a la disposition par rapport 
aux axes près). 

En ce qui concerne les nappes curvilignes (F,) et (F,) des développées des 
surfaces générales envisagées dans ce Re ee nous pouvons observer que 
les équations (F,) définissent la projection orthogonale d'une cycloide sur un 
plan passant par la base et faisant avec le plan de la cycloide un angle dont le 
sinus est x. Les équations (F,) peuvent alors être dites définir une cycloide 
hyperbolique projetée, a projection ayant lieu, suivant la valeur de a, sur un 
plan parallèle à la base (Oz) ou à l'axe de symétrie (Oy). 

Nous pouvons donc dire que les surfaces enveloppes de sphères à lignes de 
courbure planes dans les deux systèmes et à développée moyenne plane ont 
pour déférentes (lieux des centres des spheres), soit des projections orthogonales 
de cycloides sur des plans parallèles aux bases, soit des projections orthogonales 
de cycloides hyperboliques sur des plans parallèles aux bases ou aux axes de 
symétrie, soit des développées de paraboles. Toute courbe de l'un quelconque 
de ces trois tvpes peut d’ailleurs être regardée comme la déférente d’une surface 
enveloppe de sphères à lignes de courbure planes dans les deux systèmes et 
à développée moyenne plane. Nous verrons dans la suite que la loi de variation 
du rayon de la sphère génératrice de la surface S ayant pour déférente l’une 
quelconque des courbes indiquées, peut être présentée sous une forme géomé- 
trique extrêmement simple. 

I ne semble pas inutile, avant Waller plus loin, de signaler que les cycloïdes 
et les courbes que nous avons appelées cycloides hyperboliques, que le problème 
de la recherche des surfaces enveloppes de spheres à lignes de courbure planes 
dans les deux systèmes et à développée moyenne plane vient de rapprocher, sont 
susceptibles d'un autre mode de rapprochement. 

Étant donnée une courbe plane quelconque © et l'un de ses points O, nous 
appellerons transformée de C par la transformation (T) relative au point O, la 
courbe C’ obtenue de la façon suivante : La courbe C et sa tangente (1't) en O 
étant supposées orientées dans des sens conformes, et M étant un point quel-. 


conque de C, portons sur (¢’¢) un segment Om de mème mesure algébrique que 


ae OM de C. Soit OM le vecteur issu de O équipollent a mi. Lorsque M décrit 
C, M’ décrit la courbe C’ déduite de C par la tranfsrmation (T) relative au 
SEA 0: 

On vérilie aussitôt que les ¢ cycloides sont les transformées (T) d’un cercle 
par rapport à Pun quelconque de ses points, et que les cycloides hyperboliques 
sont les transformées (T) d’une chainette relativement à son sommet. 


i. Une généralisation des surfaces du numéro précédent. — Les surfaces 
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enveloppes de sphères du numéro précédent sont des solutions particulières 
(correspondant au cas où K —— 1) du problème suivant : 


Trouver les surfaces envelopnes de sphères telles, que le lieu géométrique des 
points partageant les segments focaux (déternunés par les différents couples 
de centres de courbure principaux assoctés) dans un rapport constant K, soit un 


plan. 


A priort ce problème n’a pas forcément de solutions, car, les surfaces 
partageant dans un rapport constant les segments focaux des congruences des 
normales aux enveloppes de spheres, sont des surfaces particuliéres, que rien 
n'oblige à voir une forme imposée. Il est assez remarquable que la forme 
plane soit admise pour ces surfaces. 

Nous allons étudier le problème directement, par une méthode inspirée 
des travaux de G. Darboux ('), se prétant de la façon la plus simple à la 
détermination sémultanée, des courbes déférentes des surfaces cherchées, et de 
la loi de variation des rayons des sphères qui les engendrent comme enveloppes. 

Supposons que le plan partageant les différents segments focaux d’une 
surface S répondant à la question dans le rapport constant K soit le plan 0 y 
du système rectangulaire O.rys. Soient F,, F, deux centres de courbure associés 
quelconques; pour que le point 4 qui partage (F, F,) dans le rapport k( eee =k ) 


ay 


soit constamment dans le plan .xOy, il faut et il suffit que, si 3 est la cote de F,, 
celle de F, soit - 

Cela étant, envisageons une surface quelconque S du type indiqué, et soit Cla 
courbe lieu du centre (x, y, 3) de la sphère variable (5) dont elle est 
l'enveloppe; x, y et 3 sont des fonctions d’un certain paramètre variable. Si 
l’on suppose connue C, ainsi que le rayon R de la sphère centrée au point (x, y, 5) 
de C, rayon qui est une fonction déterminée du paramètre qui fixe le centre de 
la sphère sur C, la surface S, enveloppe de (5), s'obtient en éliminant le para- 
mètre variable entre les deux équations 
| (X— x) PNY — y} + (Z—sy=R’, 

Rx) dr (Y= 9) de (Z 2) dé RAR So; 


(20) 


où X, Y, Z sont les coordonnées courantes sur S. 
L’équation 
: 5 ; : dx 2 ee eas eds. le 
(21) (X— ay += | (x ©) oR -(Y ») OR + (Z SR ) 


qui est une combinaison des deux équations (20), représente le cone de 
EE a . 
(1) Voir G. Dangoux, Théorie des surfaces, L. Ul, p. 279. ° 


a1 
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révolution formé par l'ensemble des normales à S aux différents points de la 
ligne de courbure circulaire définie par les équations (20). 

L’enveloppe du cône (21) est une certaine surface qui contient, en dehors de 
la courbe C lieu du sommet et première nappe de la développée de S, la 
deuxième nappe de cette mème développée. En dérivant l’équation (1) par 
rapport au paramètre variable dont elle dépend, et en négligeant un facteur 
imaginaire, on trouve que cette deuxième nappe est le lieu de la conique section 
du cône (21) par le plan 


> d {dx da dj)? + dz 
(22) (X— x) ( ye Let 


dk \ dk ARE pr 


Nous prendrons dans la suite R pour variable indépendante, en excluant ainsi 
le cas des surfaces canaux (R = const.) qui, comme il est facile de s’en rendre 
compte, ne sauraient fournir d’autres solutions du problème que les solutions 
banales obtenues avec une déférente plane et un rapport constant K=O, 
ct les enveloppes de sphères de rayon constant centrées sur une courbe de 


Ribaucour. Nous écrirons alors (22) 
= dx 2 AY dz\? ey 
le + (Fa +R) | =o 


Pour une valeur déterminée de R, on a un centre de courbure principal 
déterminé F, de S sur la nappe de développée curviligne C, auquel sont associés 
x' centres de courbure, situés sur la nappe non curviligne F, et distribués 
sur la courbe (y) de contact du cône de sommet F, circonscrit à F. Cette courbe 
est, comme on vient de le voir. une conique, ce qui prouve que les nappes 
focales non curvilignes des surfaces cherchées appartiennent à la famille des 
surfaces étudiées par M. E. Blutel en 1890, et sur lesquelles MM. Gambier 
et Blutel sont revenus plus récemment, qui sont en même temps lieux de 
coniques et enveloppes de cones du second degré. Dans le cas actuel les plans 
des coniques sont parallèles et les cones du second degré sont de révolution, sans 
que, d’ailleurs, les surfaces que nous allons obtenir épuisent la famille définie 
par ces deux dernières particularités. Pour achever la recherche, exprimons que 
le plan (25) de la conique (+) est constamment parallèle au plan xy, sa côte étant 


9 : Reign ge AL ER ee 2s 
CARO) eee CE rae ee) pe 


vie 


constamment égale a i (z désignant, comme on l’a déjà dit, la cote de la position, 
sur la nappe curviligne C, du sommet du cône circonscrit à la nappe non cur- 
viligne lle long de la conique +). (23) fournit alors les trois équations suivantes, 
propres à déterminer stmultanément la nappe de développée curviligne C et 
l'expression du rayon de la sphère enveloppant la surface cherchée 


ian a 3 ey Sed (“ a Taste cre (a 2 ‘dy \?- Hae 


(') B. Gampier, Ann, Mae, Se. Toulouse, 3° série, & XXVIL, p. 2023 E. BLUTEL, (bid., p. 241. 


SUR CERTAINES SURFACES A LIGNES DE COURBURE PLANES. On 


Les deux premières équations (24) donnent 


D 


AR er const). 
SR Ep ( 


et prouvent que la nappe curviligne est nécessairement plane et dans un plan 
| perpendiculaire au plan (.xOy) partageant les segments focaux en rapport 
| constant. 
| Nous pouvons toujours supposer que le plan de la nappe curviligne est le 
| plan «Oz. Nous aurons alors, en négligeant une translation parallèle à Oa, ce 
qui est indifférent 

(29) ah: Nr 

4 4 


1 et la dernière équation (24) donne, après substitution de | à R, pour déter- 


miner la nappe curviligne dans le plan Qs, l'équation différentielle 


| (26) fe = +(Z)= bee 


ka dit da 


L'intégration de (26) conduit à l'équation de C sous la forme 


| 
k a 


7) rae ft à) sie 


) ot A est une constante d'homothétie. Le seul paramètre de forme pour C est a. 
Si lon néglige une homothetie, ainsi que la transformation qui fait passer 
| d’une surface à toutes ses parallèles, on voit que, pour chaque valeur de la 
* constante K, on a x' surfaces enveloppes de sphères, telles que le lieu des 
| points partageant les segments focaux dans le rapport K soit un plan P.SixOy 
| est le plan P, les courbes C lieux des centres des sphères sont les courbes (25) 
\ (où l’on peut poser A = +1), et la loi de variation du rayon de la sphère enve- 
} loppant la surface S qui admet pour déférente une courbe déterminée (25) 
| (correspondant à une valeur déterminée du paramètre de forme a) est, d’après 
| m5), R= = : le rayon varie done proportionnellement à la distance du centre à 


* un plan orthogonal à la fois au plan P et au plan de la déférente. 
1 L'intégrale (27) est une intégrale de différentielle binome, que l’on pourra 
| aisément expliciter si le rapport constant K est l'inverse d'un nombre entier 
| (positif ou négatif). Le cas où K——1 redonne les déférentes obtenues au n° 3 
| (projections orthogonales de cycloides ordinaires ou hyperboliques. ou déve- 
| loppées de paraboles). D'une façon précise, le calcul de l'intégrale (27) conduit 
| siK =—1 (une homothétie étant négligée), aux équations (F,) du n° 3 (où z 
| est remplacé par a) si a<1, aux équations (F,) (où a est remplacé par ) 
si a >1, et aux équations (F,) si a — 1. Nous pouvons maintenant, relative- 
ment à ce dernier cas (K =—1), compléter les résultats déjà établis et énoncer 
ce résultat général : 

Les surfaces S, enveloppes de sphères à lignes de courbure planes dans les 

Aun. Ec. Norm., (3), LIX. — Fase. 3. 20 
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deux systèmes et à développée moyenne plane, se répartissent en trois familles 
distinctes, que l’on obtient de la façon suivante. On considère, soit la projec- 
tion orthogonale d'une cycloide sur un plan quelconque parallèle à la base, 
soit la projection: d'une cycloide hyperbolique sur un plan indifféremment 
parallèle à la base ou à l'axe de symétrie, soit une développée de parabole. On 
envisage, dans les plans des courbes précédentes, une droite fixe perpendicu- 
laire aux bases ('). On centre, en chaque point de l’une quelconque de ces 
courbes, une sphére dont le rayon s’obtient en réduisant la distance du point a 


la droite fixe, dans le rapport constant — qui caracterise la déférente envisagée ; 


les enveloppes des familles de sphères ainsi obtenues donnent, à l'homothétie 
et au parallélisme pres, toutes les surfaces enveloppes de sphères à lignes de 
courbure planes dans les deux systèmes et a développée moyenne plane : le 
plan moyen est, dans tous les cas, le plan perpendiculaire au plan de la défé- 
rente le long de sa base. 

Si la déferente est la projection d'une cycloide sur un plan issu de la base et 


oie ’ 0 , ri 
faisant l'angle 9 avec ce plan, , =2n est autre chose, comme on l’a observé au 


n°3, que le sinus de langle 9, et le rapport constant dans lequel il faut réduire 
les distances à la droite fixe pour avoir les rayons des sphères génératrices 
prend une signification géométrique simple : &l est égal à sin. 

Si la déférente est une développée de parabole, a — 1 et la surface S prend 
une physionomie plus simple encore. ("est l'enveloppe d'une sphère variable, 
dont le centre décrit une développée de parabole, et qui reste tangente à une paral- 
lle quelconque à Varéte de rebroussement (dans le plan de la courbe). 


»" Remarques sur les adjointes des surfaces minima d'O. Bonnet. — Comme 
nous l'avons observé au n° 2, les congruences formées par les normales aux 
surfaces générales (S) à lignes de courbure planes dans les deux systèmes et à 
développée moyenne plane [que nous dirons du type (G)|, sontles congruences 
normales admettant pour surfaces génératrices les adjointes (XZ) des surfaces 
minima d'O. Bonnet à lignes de courbure planes dans les deux systèmes. En 
outre, les développables de l'une quelconque des congruences envisagées 
correspondent, dans la construction rappelée au début du n° 2, aux lignes 
asymptotiques de la surface génératriec %, lignes dont l’image sphérique est 
constituée par un double système orthogonal de cercles. 

La forme d'une surface minima étant déterminée par la représentation sphe- 
rique de ses lignes asymptotiques, on voit que, chacune des æ' familles 
doublement infinies, constituées par les congruences des normales aux 2 ' 
familles de x* surfaces (S) (parallèles de Péterson) dont il a été question au n° 3, 
fournit une seule surface minima génératrice Ë. Mais, en vue de propriétés, 


(1) Les bases des trois types de courbes dont il est question, sont les droites de leurs plans, 
perpendieutaires aux tangentes de rebroussement aux points de rebroussement. 
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pouvant résulter de la considération simultanée d'une congruence à surface 
moyenne plane du type (G) et de la surface minima génératrice &, il n'est pas 
indifférent de considérer © comme génératrice de telle congruence particulière 
de la famille des x? congruences G associées. Nons allons regarder & comme 
génératrice de l’une ou l’autre des deux congruences G normales à des enseloppes 
de sphères qui figurent dans la famille des 2° congruences associées, et déduire 
de cette façon d'envisager quelques propriétés des lignes asymptotiques des 
adjointes des surfaces minima d'O. Bonnet. 

Considérons l'asymptotique À qui a pour image l’un, C, des cercles sections 
de la sphère unitaire par les plans passant par l’une, D, des deux droites 


| conjuguées (D, D') qui définissent la représentation sphérique des asympto- 
| tiques de X. La tangente à A, en l'un quelconque M de ses points d'image ¥., 


est parallèle à la tangente en 1: à la sphère image normale au cercle C; cette 
tangente fait donc un angle constant avec l'axe du cercle C, lequel axe est 
orthogonal à D, et À (de même d'ailleurs que toutes les asvmptotiques du 
méme système) est une hélice dont les tangentes font un angle constant avec 
une direction fixe normale à D. Les asymptotiques du deuxième systéme sont, 
de mème, des hélices dont les tangentes font un angle constant avec les diffe- 
rentes directions normales à D’. 

Cela étant, supposons la surface Ÿ orientée de facon que la représentation 
sphérique de ses asymptotiques soit définie par les formules (6) du n° 2; nous 
nous placons dans le cas général où les deux droites D et D' définissant la 
représentation sont l'une, D’, sécante à la sphère image, et l’autre non sécante, 
les cercles 4 — const. étant les sections de la sphère par les plans du faisceau 
d’arète D', et les cercles + = const. les sections par les plans du faisceau 
d’arète D. Les congruences Ga surface moyenne plane associées à ¥ admettant 
une focale curviligne (normales a des enveloppes de sphères) s'obtiennent, 
comme on l'a vu au n° 3, en choisissant pour plan moyen 0 2:(A =C=o), ou 


D70:(B—C—o). Envisageons d'abord la congruence G admettant pour plan 


moyen 0 3. Le réseau déterminé par ses développables u = const., « = const., 
dans le plan moyen, s'obtient en annulant A et C dans les équations (14) 
du n° 2; on trouve ainsi, en négligeant une homothétie, 
(28) AUX t—=\1— 2 sine slic, GOS TL Stik ET 

Les courbes ¢=const. du réseau précédent sont des ellipses; ce sont 
d'ailleurs les sections du plan moyen 2Oz par les cones de révolution consti- 
tuant (rorr le n° 4) la famille des développables 6 — const. de la congruence 
normale envisagée. Ces ellipses sont définies par l'équation (dépendant du 


paramètre «) 
PU (m2) 


(29) (1 —x°)sh?e g> sh21 + 


et l’on voit qu’elles sont homothétiques entre elles, et que leurs grands axes 


sont portés par la même droite (03). 
11% 
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i l’on a égard à la construction, rappelée au n° 2, qui fait passer de la 
tte Ol a congruence G associée, et si l'on tient ce de la correspon- 
dance des asymptotiques de Ÿ et des développables de G, on constate qu il suffit 
de faire tourner en bloc le réseau (28), dans le plan xOs, d’ un angle droit 
autour de O, pour avoir le réseau projection des asymptotiques de > sur le 
plan vO. Ce réseau est défini par les équations 


(30) = cosushe + xe, 3: —=—\1—02 sinushs. 


et l'on voit que les asymptotiques + — const. de X se projettent orthogonalement, 
sur le plan «Oz, suivant la famille d'ellipses homothétiques, dont les grands axes 
sont portés par Ox, déjinie par l'équation 


aie (r— ac) 
(airy ane sal as 8st == flip 

Il résulte de la que les asymptotiques ¢ = const. de la surface = sont des 
hélices tracées sur une famille de cylindres elliptiques homothétiques de géné- 
ratrices parallèles à Oy (a D’), admettant en commun le plan principal (x0 y) 
contenant les grands axes de leurs sections droites. Les directions avec 
lesquelles les tangentes aux hélices asymptotiques font un angle constant 
(orthogonales à la droite D) sont celles du plan yO=s (ou plutôt de l'angle 26 
de ce plan, de bissectrice Oy, tel que sin? = «). 

La considération de la deuxième congruence G admettant © pour surface 
génératrice, congruence dont le plan moyen est yOz, conduit, par un raison- 
nement analogue à celui qui vient d’être fait [il faut ici annuler B et C dans les 
équations (14), aux conclusions suivantes. Le réseau asymptotique de © se 
projette orthogonalement, sur le plan y03, suivant le réseau défini par les 
équations (une homothétie sur X est toujours négligée ) 


(3) ‘SSS NP == ae 3=\1— 2? sinw she: 


les projections orthogonales des asymptotiques uw = const. sont des hyperboles 
homothéuques, ayant en commun le support (Oy) des axes transverses, 
d'équations 

99 (7 —u) 3? 


(aa) — 


2? sin? (1 — 2?) sin? 


Les asymptotiques u = const. sont des hélices portées par des cylindres 
hyperboliques homothétiques de génératrices parallèles à Or (à D), admettant 
en commun le plan principal transverse. Les directions avec lesquelles les 
langentes des hélices asymptotiques font un angle constant (orthogonales 
a D, sont celles du plan vO auquel sont parallèles les plans principaux non 
transverses des cylindres hyperboliques. Une vérification immédiate des 
résultats précédents est fournie par l’hélicoide minima réglé (correspondant à 
z= 0). Les cylindres hyperboliques dégénèrent alors en plans parallèles conte- 
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nant les asymptotiques rectilignes, et les cylindres elliptiques sont circulaires 
et coaxiaux. 

Dans le cas particulier laissé de côté, où la représentation sphérique des 
lignes asymptotiques de Y est définie par deux droites D et D’ tangentes à la 
sphère image au point (0,0, 1), la surface Ÿ est la surface minima classique 
d’Enneper; la substitution des formules (19) aux formules (14) conduirait alors 
aux résultats bien connus relatifs aux asymptotiques de cette surface, à savoir 
que ces courbes sont des hélices tracées sur l’une ou l’autre de deux familles 
de cylindres paraboliques homothétiques, apparaissant d’ailleurs comme les 
limites des deux familles de cylindres elliptiques et hyperboliques du cas 
général. La direction avec laquelle les tangentes à une hélice asymptotique 
quelconque font un angle constant est parallèle au plan directeur du cylindre 
parabolique qui porte l'hélice. Il est bien connu d’ailleurs que, dans ce cas 
particulier, les hélices asymptotiques sont des cubiques gauches rectifiables. 

En résumé, nous pouvons énoncer le résultat général suivant : 


Les lignes asymptotiques des sur faces adjointes des sur faces minima d'O. Bonnet 
à lignes de courbure planes sont des hélices. Les hélices de l'un des systèmes sont 
tracées sur une famille de cylindres elliptiques homothétiques admettant mémv 
plan principal focal; les hélices de l’autre système sont tracées sur une famille de 
eylindres hy perboliques homothétiques admettant même plan principal transverse : 
enfin les directions avec lesquelles les tangentes aux hélices de l’un quelconque des 
deux systèmes font un angle constant sont parallèles aux plans des sections droites 
des cylindres portant les hélices de l'autre système. 


L'existence de surfaces minima (autres que l’hélicoide minima réglé et la 
surface d’Enneper) dont toutes les asymptotiques sont des hélices tracées sur 
des cylindres du second degré, ne nous semble pas avoir été signalée dans les 
études spéciales consacrées aux surfaces minima. Ce qui précède explique 
d’ailleurs les particularités connues relatives à la surface d’Enneper qui, étant 
du type d’O. Bonnet (à lignes de courbure planes), et étant en même temps 
identique à son adjointe, fait partie de la famille générale dont il est question 


dans ce paragraphe. 


6. Surfaces admettant un réseau conjugué formé de lignes planes et de 
lignes géodésiques. — Si nous revenons aux deux nappes de la développée de 
l’une quelconque des surfaces (S) du n° 2, nappes qui sont définies dans 
le cas général (a < 1) par les équations (F,), (F.), et dans le cas particulier x = 1 
par les équations (F,), (F,), nous pouvons faire les remarques suivantes. Les 
courbes wu — const. et v = const. déterminent, sur chacune d'elles, un réseau 
conjugué (découpé sur la nappe envisagée par les développables de la congruence 
des normales à la surface S correspondante). Sur la surface (F,), par exemple, 
les courbes 6 — const. sont géodésiques (propriété des congruences normales). 
les courbes u — const. sont planes et dans des plans (x, = const.) parallèles. et 
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les e— const. sont les lignes d'ombre de (F,) relatives aux directions des 
plans æ, = const. [courbes de contact de (F,) et des différents cylindres cir- 
conscrits dont les génératrices sont parallèles aux plans a, = const. |; ces lignes 
d'ombre étant géodésiques sur (F, ) le sont aussi sur le evlindre circonscrit qui 
les porte, et sont, de ce fait, des hélices cylindriques. Des remarques analogues 
s'appliquent aux surfaces (F,). (F,). (F,). Mais toutes ces surfaces n epuisent 
pas la famille des surfaces admettant un système conjugué forme de lignes géo- 
désiques et de courbes planes parallèles à une même direction de plan. La 
famille complète est constituée, comme il est aisé de s’en rendre compte. par 
l’ensemble des nappes focales (relatives aux lignes de courbure planes) des 
surfaces admettant un système de lignes de courbure situées dans des plans paral- 
lèles à une direction de droite fixe. 

Soit, en effet, S une surface quelconque admettant un réseau conjugué 
formé par les lignes de niveau relatives à un plan fixe P et les lignes d'ombre 
relatives à ce même plan, ces dernières courbes étant géodésiques sur S. 
Supposons que les lignes de niveau soient les courbes v— const. Envi- 
sageons une direction D du plan P; la ligne d'ombre de contact de S avec le 
cylindre circonscrit de génératrices parallèles à D est géodésique sur le 
cylindre; c'est done une hélice dont les tangentes font le même angle avec D. 
Ces tangentes coupent la surface Ÿ orthogonale aux tangentes aux x' géodé- 
siques 6— const. suivant l’une, C, de ses lignes de courbure. L'image 
sphérique ¢ de C est le cercle intersection de la sphère représentative avec le 
cone de révolution formé par les parallèles issues du centre aux tangentes 
à l'hélice précédente, cone dont l'axe, de direction D, est parallele au plan P. 
Il résulte de la que le plan du cercle « est perpendiculaire au plan P, et que, par 
suite, la ligne de courbure C est plane et dans un plan parallèle à une direction 
fixe (la normale à P). Les lignes de courbure 6 — const. de Y sont donc des 
courbes planes situées dans des plans parallèles à une direction fixe. 

Réciproquement, supposons que les lignes de courbure 6 = const. (que nous 
désignerons parC) d'une surface , soient dans des plans parallèles à une droite 
fixe D. Les images sphériques de ces lignes de courbure sont des cercles (c) 
orthogonaux à un plan fixe P normal à D. Soit S la nappe de la développée de ¥ 
relative aux lignes de courbure C, et mle point où la normale à X en un point M 
de C touche S. La tangente aS conjuguée de mM est l'axe (mt) du cercle oscu- 
lateur en M à C, intersection des plans normaux à € au point M et au point 
infiniment voisin M’. Ces deux plans sont parallèles aux plans normaux au 
cercle image c de C aux points infiniment voisins y. et 1’ images de M et M, 
lesquels se coupent évidemment suivant l’axe de c qui, en raison de l’orthogo- 
nalité du cercle c et du plan P, est situé dans le plan fixe P. Il résulte de là que 
les tangentes conjuguées des géodésiques 6 — const. de S sont parallèles au 
plan fixe P, et que ce sont par suite des courbes planes situées dans des plans 
parallèles à P. La surface S a bien un réseau conjugué formé de courbes de 


ff 


— 
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niveau tel que les lignes d'ombre correspondant à ces lignes de niveau soient 
géodésiques, -et l'ensemble des surfaces possédant de tels systèmes conjugués 
s'obtient bien comme on l’a dit, en considérant l'ensemble des nappes locales. 
relatives aux lignes de courbure planes, des surfaces dont les lignes de cour- 
bure de l'un des systèmes sont planes et situées dans des plans parallèles à une 
droite fixe. 

Il est à remarquer que la détermination de la surface S la plus générale du 
type considéré n'exige que des quadratures. Il est clair qu'il suffit de montrer 
qu'il en est ainsi pour les surfaces développantes, Y, de S, suivant la famille de 
géodésiques formée de lignes d'ombre. Les images des lignes de courbure planes 
“— const. d'une étant des cercles normaux à un plan fixe (que nons suppo- 
serons être le plan de l'équateur de la sphère représentative), la représentation 
sphérique de la surface Ÿ la plus générale s’obtiendra en se donnant arbitrai- 
rement, sur la sphère, une trajectoire orthogonale + des cercles 6 — const. Ces 
cercles 6 — const. sont alors déterminés comme devant être orthogonaux à la 
fois à y et à l'équateur (trajectoire orthogonale double). L'équatien de Riceati 
dont dépend la recherche, sur la sphère, des trajectoires orthogonales vu = const. 
des cercles v= const., s'intègre sans quadratures puisqu'on en connait trois 
solutions particulières, et la représentation sphérique (uv, «) des lignes de 
courbure de © s’en déduit. Le ds? de cette représentation a la forme 
(34) ds = E du*+ Gade, 


les coefficients E et G étant connus dès que la courbe sphérique est donnée, et 


vérifiant en outre la relation 
(35) . sa, méme 
\ EG ow : 


exprimant que les courbes sphériques 6 — const. sont des cercles : (+) est 
l'expression de la courbure géodésique de chaque cercle « — const. sur la sphere 
image, et la fonction z est connue dès que la courbe y servant à définir la repré- 


sentation est donnée. 
Le problème de la détermination des surfaces © est ramené au problème 


classique de la détermination des surfaces admettant une représentation 


} sphérique connue pour leurs lignes de courbure, donnant au ds? de la sphère 


la forme (34). Au point de vue tangentiel, la détermination des surfaces Y depend 


| de l'intégration de l'équation de Laplace, bien connue dans la théorie de la 


représentation sphérique. 
a On Alogy/E dh — A logy G dh 
‘à Te OO © du Oe’ 


a 


| À étant la distance de l'origine au plan tangent au point de représentation 


sphérique (uv, «), et cette équation rentre, comme l'a montré L. Bianchi ('). 


(1) L. Brancut, Leziont dt geometrut differensiile, LA, p. 509. 
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dans un type particulier susceptible d'intégration complète. On peut, en effet, 
avec Bianchi. tenir compte de l'expression (35) de la courbure géodésique des 
cercles # — const. pour écrire successivement l’équation 


Ph Rares Oh dlog\ G.dh 
DITOCR SS QUE du de? 
oO (oh ; _—_. 0 logy Gf oh = 
OKIE mm | Gp Gi 
salar pK) Gi du E irs « 


En intégrant une première fois on obtient 


GER Ody Gade = Vege (\ = fonet. arb. de). 


(ZAR 


et il reste à intégrer cette dernière équation linéaire du premier ordre, ce qui 
se fait moyennant deux quadratures et fournit l'expression définitive de / 


pee hi tn (, \ oyu se vue) de = |. 
ira 


ou U et V sont deux fonctions arbitraires des arguments u et €. 

Les surfaces S portant des réseaux conjugués formés de lignes de niveau et 
de lignes d'ombre géodésiques, nappes focales relatives aux lignes de courbure 
«— const. des surfaces qui viennent d'être déterminées tangentiellement, 
S'obtiennent maintenant par de simples calculs algébriques. Leur détermination 
n’exige donc, en dehors de calculs algébriques, que deux quadratures. On voit 
en même temps quel est le degré de généralité de ces surfaces. Elles dépendent 
de deux fonctions arbitraires de l'argument ¢ et d’une fonction arbitraire de 
l'argument uw : 2(6) qui fixe la courbe + définissant la famille des indica- 
trices sphériques (circulaires) des lignes d'ombre géodésiques, puis les fonc- 
tions Vet U. ; | 

Chaque choix particulier de + sur la sphère image fournit 2»? surfaces S 
portant des réseaux conjugués du genre indiqué, tous parallèles entre eux au 
sens de Péterson. Si, par exemple, y se réduit à un point, on obtient les réseaux 
focaux des congruences formées par les normales des surfaces parallèles au sens 
de Péterson (suivant le réseau de courbure) aux cyclides de Dupin. Ces réseaux 
contiennent comme cas particuliers ceux qui sont définis par les équations(F,), 
(F,) du n° 2, et, plus particulièrement encore, les réseaux algébriques 
définis par les équations (F°), (F,) de ce même numéro relatifs au cas où le 
point y est sur l'équateur de la sphère image. Pour des choix convenables des 
constantes qui figurent dans les équations (F,), ...,(F,), les supports des 
réseaux font d'ailleurs partie, comme nous avons eu l'occasion de le noter, de 
la famille des surfaces étudiées par M. Blutel, qui sont en même temps lieux de 
coniques el enveloppes de cones du second degré. Si le point + est un pôle dela 
sphère image, les surfaces S ne sont évidemment autre chose que les surfaces 
moulures à développables directrices cylindriques. 


ne QU) ———— 


ES 


SUR LES FORMULES FONDAMENTALES 


DE LA 


THÉORIE DES GROUPES CONTINUS FINIS 


ET DE LA 


MÉTHODE DU REPÈRE MOBILE 


Par M. Maurice JANET. 


On sait que M. E. Cartan a développé la théorie des groupes continus finis, 
fondée par Lie, en montrant ses relations étroites avec la méthode, d’origine 
géométrique, du repère mobile; les formes de Pfaff qui interviennent (w), (&) 
prennent le nom de composantes (relatives, absolues) de ce repère; les 
« formules de structure » prennent la place des « conditions d’intégrabilité », 
écrites par Darboux dans des cas particuliers. 

Je voudrais donner quelques compléments de détail à cette étude, préciser 
analytiquement certains énoncés, et signaler une formule générale fort 
simple (') qui permet de retrouver bien des résultats connus et dont les appli- 
cations peuvent ètre nombreuses. 


|. Soient 
vj == wily SR PRC OIA NG EEN) de dy) = Ji(x, a) CLEA SN OUI 
De en 
Dre ss. d'y) Dir) ; 


les formules définissant un groupe G de transformations $,[(2)—+(2")], à 
o paramètres essentiels a,, a,, ..., a,. La transformation inverse, que nous 
notons 


(1) Pai donné cette formule el quelques-unes de ses applications dans une Note présentée a 
l'Académie des Sciences le 17 mars 1941 (C. Ro eu. Se. t. 212, p. 404). Parmi ees applications, 
ne figuratent pas celles qui prennent place ici au n° 6 [formules (12), (13), (14) et C159) el aux 
nes 40 et 11 [formules (16), (17) et suiv. |. 


Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 3. 4 
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est par hypothèse susceptible d’être écrite 
Tp Se Bi D PE CU 


les x dépendant uniquement des a; nous écrivons S, = S,'. 
La transformation P 


Aire) [MCPs oe cr fir (tes) ee Oss 00e b, 


> 


où les b sont de nouvelles constantes arbitraires, est par hypothèse susceptible 
de s’écrire 


DT maf; (A LRO TnhpSr CES eR CaN 


où les c dépendent uniquement desaetdes b 


ÉD; (Oj, de, sex Get Of, Oa. 2555 Us) =6;(4; b): 


nous écrivons S.— S,S4- 

Lorsque les 6 prennent les valeurs x, les c prennent certaines valeurs, indé- 
pendantes des a, que nous appellerons /,, j:, ...,7,: S; est la transformation 
identique, ou unité. 

L'égalité fondamentale 


A él e): 
où les .r, sont considérés comme représentant f,(æx, a), et les c, comme repré- 


sentant 2,(a; 6) est une ¢dentité en x, a, b. 
La dérivation des deux membres par rapport à a, donne la formule (' ) 


Afi |, GT) ay ng Op eae OE 
Or, (18) da, PTS Ody, eG) 0a, (an), 
qui pour (a) = (7) se réduit a 
Of: 0 “ar Jaf eae 
J Cg St (at) = SF (a, by SHE Uy, 8). 


—— (2, 4 
dry da, Jay, 


Cette identité en 2, b permet de faire, dans l’expression de la différentielle 
totale de x, 


F 0 i D) i 
= if (x, a)-dry; + on (x, a) day 
dry Cag 
NUE AG Re SN sober v,) est une fonction de n+ p arguments. dont nous désignons 
nn : = Of; 

les w+ 2 dérivées partieiles du premier ordre par Au (CUA, AU RS Oly Cis. CR 2... 70) 
OL} ) 2 LE? \ 4 2gus > 

Of; = A + . 
a (Uy, Us, ee, Uni Pr, Pas ces Ve (A ZT, 2, ..., 6). Convention analogue pour les 22 dérivées 

(le oy: Va relativement at i eu 

METRE D “el: » » a O rs are . ME “ “f 6 " A Hive . ‘ i. 
8° Ja, alivement aux 9 premiers arguments, a par rapport aux g suivants. D’autre part, il 


est entendu que siun même indice apparaît deux fois dans un terme monome, il y a lieu de faire la 
sommation par rapport a cet indice : cette sommation se fait ici de 1 à n pour les lettres latines, de 

a | 
{a 2 pour les lellres grecques. 
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une transformation simple et utile : si l'on pose, pour définir (‘)les w(£, u}, 


dou ,. | 
de GS OSL. 


afi (AS) [an y 


da; 


= 


) on obtient 


la 


= (ay J) (a, da) | 


; One : ; À es : 
et par suite, comme [52 (a, a)| ~ 0, le système d'équations aux différentielles 
AE hé 


1 totales auquel satisfont les +, a lorsque les a’ restent constants, est 


SE 


Do (a dd) —10) 


| ou encore, en introduisant une fonction arbitraire # des + et un us x, 


| de « transformation infinitésimale » pour désigner l'opérateur (a, J)+— È 
7 


dE; F)o 


MC) 


De mème, la dérivation des deux membres de (E) par rapport à b, donne la 


formule 


oS v pees 

Ou, wag Bay’ se = (a. oy 
qui pour b = 7 se réduit à 

di, \ Of; , 9 

On, ey be POLE a one Ob, pea 


4 D'où en posant, pour définir (') les &,(/, u) 


Ou DS) 


BR = 
# db, 
à la nouvelle expression de dx! 
ye OE CL pe Po, Qn Ad), 
age TN er da, CMD 
O31, : s : , < ‘ 
(1) L'identité a, =¢(a, j) montre que La, J) est égal & tou à o suivant que À — u est on 
Wy 


D'une manière analogue Bul /. u)= us. Le déterminant 


non différent de zéro; done wyls, 4) = My. 


ds ‘ eres à “ re ae oi A ee 
5 OR D égal, d'après ce qui précède, at si b=y, est de toutes facons voisin de tsi est 
OH, 


— (4, 


voisin de /; remarque analogue pour Fe 
R 


b |. Indépendamment de ces remarques. nous verrons 


plus loin (n° 12) la démonstration générale de l'indépendance des € par rapport aux a, et de mème 
des ¢ par rapport aux 6, 
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Nous écrirons cette équation sous la forme 
(2) dx; = “ (Cri) @,(a. da) = (r, a) dry. 
da; 


Le système d'équations aux différentielles totales aüquel satisfontles 2” lorsque 
les wv restent constants est 


dr; — fi Capo, (aa) 


et s'écrit, en introduisant une fonction arbitraire ° des x’ et un symbole © de 
« transformation infinitésimale » 


Of; sait) 
v Ji Ce! J) ==» 
Oa, dr; 
sous la forme condensée 
(ti) dF'—%T;(F')w,(a, da) = 0. 


WV’ n’est d’ailleurs autre que le symbole déduit de V en accentuant les æ. 
Remarquons que, pour a=/. w;,(a, da) et &,(a, da) se réduisent à da,, et 
que les formules (1) et (2) deviennent toutes deux (') 


GOUT, + SE nj) day, 


Les formules c,=9,(a, b), où l'on considère les c comme transformés 
des a. les paramètres étant les b, définissent un groupe de transformations 
(a)->(€) à : parametres ( b). 
D'abord (7) 


ty = vc. b) 

sceptible d 3), puis 
est susceptible de s "écrire ( = Ca CE 2), puisque 
S4 Se (Ss Sp) S.= She 


Ensuite les formules 4 
=a Sis. Dy SyS,. 


entrainent 
—11S} S,)S He Sy Sa 


a ee gts : of, : DAR , : 
(1) Car Pidentite «7/702, 7) montre que De (A J) est égal à 1 où o suivant que i— k est égal 


OU non à Zéro. 

(de designe par gy, les fonctions provenant de la résolution des ©, = 93 (4, b) par rapport aux 
lettres: l'aurai à employer plus loin une autre notation ¢* pour les fonctions provenant de la réso- 
lution des memes équations par rapport awe lettres b. 
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\les b” se déduisant des 6, b' par la formule S, =S,S,, identique à celle qui 
} donne les c a aide des a, 6. 

Écrivons, pour le groupe obtenu (premier groupe des paramètres) les 
\formules qui correspondent à (1) et (2) du groupe primitif; en raison de la 
remarque qui vient d’être faite sur les 6”, les ©, & à faire intervenir sont juste- 
| ment celles qui ont été définies plus haut, et l’on aura 


93, 92, : ; 
(3) aa ( . b) | des Obed Vase db | 
95 . 05 
‘ de: et (ae or : / = RE ‘ 
1(4) ; nie 1)5,(b. db) (a, b) das. 


D'une manière analogue, les formules c, = 2,(a, 6). où l’on considere les c 
comme transformés des b, les paramètres étant les a, définissent un groupe de 
transformations (b) -(c) à £ paramètres (a). D'abord, les formules résultant 
de la résolution des c,— 3,(a, b) par rapport aux b. à savoir b,=73(c, a), 
sont susceptibles de s’écrire 


ba 9u(z. c), puisque. S.5;==.(8)582)8,= 5». 


Ensuite les formules | 
Si Shon Sea S77 


| 
jentrainent 


| = a), ( S 07 ) — Si, Su 
| ae 
| où les a” se déduisent des a, a’ par la formule S, =5,5, 
Scrivons pour le groupe obtenu (denxieme groupe des paramètres) les 


{formules qui correspondent a (1), (2) du groupe G. d’où nous sommes partis. 
i Remarquons que les paramètres a’, cor seu à la résultante des transfor- 
| mations correspondant aux paramètres a, a’, s’obtiennent par les formules 

| 

| 

| 


= Gall) = TEL: 


| où les 9, sont précisément les fonctions qui interviennent dans le groupe 
‘initial pour donner les c en fonction des a et des b. Les formes qui doivent 
‘tenir lieu des ©, &, sont ici w, & définies (') par 


| Ds Nr 
y= TE Os aA ake 


0% ES 
Ep. (1, J)@a(t, u). 


e . 
(!) En indiquant les dérivations par rapport aux 9 premiers arguments par les lettres 4, aur 
| 9 suivants par les lettres b, cela aussi bien pour les 4 que pour les 9. 
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Mais on a identiquement 


0 _ dgu 

re Cie 1 == Deak ye )e 

il 

Le (m. l)= (1, m) 

Og 5 » 

Par suite, 

Jon ue 

y= ae icv lace) 
Oe Tis Cha) 

ge d 0e 


égalités qui, comparées à celles qui définissent &; et w,, montrent que 


not U) = Well). cle = LUN 
Les formules cherchées sont donc 


lez 09 


5 a k nn } 0 | ’ 
(a) etre b) db, Oe Ok, b)m,(. da) 

: DOTE ; +2 05, 
(6) de, - Tr es Naval hes G40) = Obs (a, b) db... 


3. Les formules (1), (2) sont évidemment équivalentes : ce sont deux formes 
que l’on peut donner aux équations qui se déduisent de 


Hee fi CU) 
par differentiation totale. On a donc l'identité 


CRE 


(ase) — (7 


4 ene are 
VI ov CLO) pe by | SE Ce jy ta. da): 


C'est ce qu'on exprime en disant (') que la transformation infinitésimale dont 
le symbole est ‘ 


Ty Of; ‘ Oe 
(7 SEE A JING in = 
i OW, hy ON Get On, 


est la transformée de celle dont le symbole est 


Of, : OF 
(T>) Bar (a REA Aaa 


par la transformation S_'. 


On peut d'ailleurs écrire l'identité (>) sous une forme condensée en multi- 


: OF’ 03" Of; , OF 
liant les deux m are SARL 
pliant les membres par de et en remplaçant AED (x, 4) par 


X, (F')w, (a, du) = X,(F)oy,(a, da). 


(1) Forr sur ce point E. Cartan. La théorie des groupes finis et continus et la géométrie différen. 
telle traitées par la méthode du repère mobile, p. 78. | 
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On voit que la transformation infinitésimale dont le symbole est T, est la trans- 
formée de celle dont le symbole est T, par la transformation S,.. 
Remarquons ici qu'il ne peut exister ¢ constantes A non toutes nullestelles 


que 


ORNE ee Feat 
Mig OT PURES Ne O7) 


pour tout 2’. En raison de l'identité (vue au n° {) 


Re af: 09. 
Ou, be ir: Prog és ry 


cela entrainerait re fe c fonctions Ÿ des a, non toutes identiquement 
nulles (a savoir Y, (a) ru a -( a, D telles que 


of, 
(a) OX, a) =, 


mais alors les f; pourraient s'exprimer a l’aide des x et de ¢ —1 quantités A, 
fonctions uniquement des a, solutions del’équation 
OX 


Og, de 


AE) =— 0, 


SS 


ce quiestimpossible, puisque les paramètres du groupe S, sont supposés réduits 
au nombre moindre. 

L'égalité qui définit le groupe x, — f(x, a) pouvant s’ecrire aussi 
x= f(x, x), l'identité (1) s’écfit aussi 


i Of 1 
(1) i= oh yy, a) [ar + Co am, Jo, (x, AZ) |, 


Ox k da; 


d’où, en substituant ces expressions dans (2), 


Of. , ! 4 Ofi Sh r! dfk an UT do : 
dr; — > FA 5 HKD, Gi dt a) > a up a) 0, (ay ao: t 
Mais 24 Sh (a, a > (æ', a) est égal à r ou Ao suivant que # est égal ou non az: 
e 
hy. u', J) |@,(a, da) + w,(%, dx)| =o, 
aaa 


et d’après la remarque faite quelques lignes plus haut sur les constantes /, 
(8) w,(a, da) + (4%, dx) = 
De méme, bien entendu, 


(x, dx) + o;,(a, da) =o. 


4. Les formules (3), (4), (5), (6) ne sont elles-mémes que differentes 


42 
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formes que l'on peut donner aux équations qui se déduisent de 
D SSO (ts (DY, 


par differentiation totale. On apercoit donc les identités 


Ox 09 00e 

“LS Pie c)w,(a, da), 
Re by da, = Se a bag > OF Take, a) — das c)w,(a,; da) 
CA = a DL D b, db 

nee DRE D (a Jioc(b, db)= == C, J)Do( ) 


qui peuvent se démontrer directement grace aux suivantes 


oe (al en, Ea see EKG: 
| da, % ”) Jan RAT Ss 0a; Ee 
J5 Vo * do: 
| eal = = é 
me | Ab ee) ag = aie ond) 
do; 004 " ae 09, 00, 
DE (a. b) Gee (ans) = Fee lh BY ae Un 8). 


On trouve ces identités elles-mêmes (aux notations près) : 


1" En dérivant les deux membres de l'identité 9, (c, 6’) = ¢,(a, 6”) [otic, et b, 
représentent o,(a, b) et o,(b, b')] par rapport à a,, puis en v faisant a =/. 

2° En dérivant les deux membres de l'identité o,(a', c)=9,(a", 6) [où Ce 
eta, représentent ¢,(a, 6) et 9,(a’, a)| par phe à b,, puis en y faisant b =/. 

3° En dérivant les deux membres de l'identité 9,(c, 6°) = ¢,(a, 6”) [où Cy, et bri 
représentent 2,(4a, 6) et 2,(b, b"] par rapport à he puis en v faisant b =/. 


Il est clair maintenant qu'une forme des équations en question | équations 
deduites de c, = 9,(a, 4) par differentiation totale | doit être particulièrement 
mise en évidence; c’est celle où. à la fois, les da sont remplacés par leurs 
expressions en w(a, da), et les db par leurs expressions en &(b, db). 

On obtient la formule fondamentale 


(9) AO, = Jo (J, €) @g(a, da) + OF, (c.f) We(b, db) 
: 94; D USE Pe ? 


qui se réduit d'ailleurs, lorsque soit les 4, soit les a se réduisent zdentiquement 
aux J, à la formule même de définition soit des w, soit des &. 


». Les équations (1) et (2) mettaient en évidence les transformations infini- 
tésimales du groupe G donné 
Yr : 0 


Oy a (+: — VD ae 


: 0 
Ot, J dry | 


9) 2 Sag 


entre lesquelles, comme où l’a vu (n° 5), il n’y a pas de relation linéaire à 
coefficients constants. 
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Les équations (3) et (4) mettent de même en évidence les transformations 
infinitésimales du premier groupe des paramètres, les équations (5)et (6) du 
) second, à savoir respectivement | 


29 


CE a RARE. 
7 Oba!) a,’ 
R dou y ( 
Us; = —— (J, —— 
DOTE ese Ob. 


| D'une manière plus précise, nous définirons les fonctions &, &@ des 2n 
variables /, « par les formules : 


Cele ME (fase) du 
is J 


(2 Men) = = (7, leu, 


de sorte que l'on aura (' ) identiquement en w, ¢ 


g(t, M) BST, ¥) = ua SU U)A (4, 6). 


D'ailleurs, ce que nous avons dit sur le déterminant des coefficients des 
formes linéaires en uw que nous désignons par w, ces formes ne sont liées par 
aucune relation linéaire à coefficients fonctions des /; il en est donc de même 
| pour les @. Remarque analogue pour les & et les A. 

En utilisant les notations précises indiquées et en introduisant une fonction 
arbitraire # des c, on pourra écrire la formule fondamentale (9) sous la forme 


condensée 


| ; y « OF ! x OF th. dl 
(9) AU, Ne) a 6)5( a, da) + À; É os D;(b, db), 


ou encore en introduisant les notations suivantes, qui font intervenir des indé- 


terminées ¢, 
dé =. 


(Bg(C; 6)5(a, da) = 3 vw (a), 


d,(c, e)ms(b, db) =A°w(b) 


(9") d= 03" (a) + V(b). 


| sous la forme suivante 
Les équations de définition des w et des & montrent d’ailleurs que 


di 000) Rio) 


(1) Cf. E. Cartan, Th. des gr. et géom. diff. p. méth. du rep. mob., p. 94 et 95. 


Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 3. 22 
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(9’) peut donc s'écrire encore sous l'une ou l'autre des formes 


3" | w() — (a ) | = Wv' od), 


WU |[wa(e) — w(b)| = "0 a). 


Si donc on établit entre les a et c une correspondance telle que les b restent 
constants, les expressions w,(c, dc) —,(a, da) sont liées par les relations 
homogenes distinctes 

O94, 


Cea aig lies Ae) == O5( a. ALI 0 
Jas 4 | ‘ )| 


et sont par suite identiquement nulles : autrement dit les w restent envarvantes 
par le premier groupe des paramètres. 

De mème si l'on établit entre les 6 et c une correspondance telle que les a 
restent constants, les expressions &,(c, dc) —&,(b, db) sont liées par les 
relations homogènes distinctes 


98 (0 d b, db 
de ea eee: C)— wo(0, i= 


et sont par suite identiquement nulles : les & restent invariantes par le deuxième 
groupe des paramètres. 

Mais la formule S.=S,S, peut s'écrire aussi (grace à l'introduction des 
paramètres x, 3 des transformations S;'=S,, S;'=$S3) sous les formes : 


D — Senn S == SAS. 


et(,") devient 
d'= Bw(a) + A’a(c), 


d* = Bw (ec) + Atm(B), 


autrement dit, d'après une remarque faite plus haut [n’3, formule (8)| 


(10) d= — Go(a) + A'ss(c), 
(11) di. Golfe) — A“m(b), 


ou encore 


(10!) Bu(b)+æ(a)] = A’a(e), 
(10") VU | ale) — m(h)]— B'a(a), 
(117) Bl o(e) —-o(a)| = A'sw(b), 
(117) “| (a) +ow(b)|=B'o(c). 


Les formules (11') et (10”) mettent de nouveau en évidence |’inyariance 
des © par le premier groupe des paramètres, des & par le second. 
Les formules (10°) et (11') mettent en évidence le fait suivant : pour que S 


fe 
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soit une transformation fixe, il faut et il suffit que l’on ait les égalités 


ou(b, db) +w,(a, da) =0 (NE ee Sak rt je ’ 


6. Comme on l’a remarqué plus haut, les identités a, = 9,( a, /), b= Eu(Js D) 


: es do. . ; : ‘ . 
montrent immédiatement que a7 (ad) est égal à 1 ou à o suivant que u est 
cs 
rake es , dos ,- , 
ou non égal à À, et qu'il en est de même de ae (J, 6); et, par suite, que 
Ou(J. W) = ly = wy (jf, 4). 


Il en résulte immédiatement 


Ay ( J. 6) = ty = By (J, 0). 


Voyons maintenant les formes simples que prennent (11), (10),(9) lorsqu'on 
y suppose respectivement que les valeurs tnitiales des a, des b, des c sont les 
valeurs / correspondant a la transformation identique. 

En supposant les valeurs tnitiales des a égales aux 7, (11) devient 


diy = 4c, de) — wy (b, db), 
ou encore 
day = o4| b, d(e — b)} 


qui, st les b restent constants, devient 


(12) dit, = 4 (, dc). 


C'est cette égalité (12) que M. E. Cartan a exprimée en termes rapides dans 
le premier article qu’il a consacré à la Théorie du repère mobile (') en disant 
que les paramètres de S;'S;.,: sont 7,4 w,(%, d2). Avec les notations actuelles 
la transformation S,;'S.—S$,, où les b sont fixes et où les c varient à partir des 
valeurs b, a pour paramètres des nombres a qui varient à partir des valeurs j, et 
les différentielles correspondantes da, ont pour valeurs w,(b, de). 

Si l’on suppose dans l'égalité (10) que les 6 prennent pour valeurs initiales 


les 7, on obtient 
= Wy (C, dc) — Wy (4, du), 


et, par suite, 
db, = ml", d(c—a)], 


qui, si les a restent constants, devient 


(13) db, = By(, de). 
RU Se ee POSER INT NP Le ee ee 


(2) La structure des groupes de transformations continus et la théorie du trièdre mobile (Bull. 
Sc. math., t. 43. 1910, p. 253). Dans cet article, la convention utilisée pour représenter le produit de 
deux transformations est l'inverse de celle que M. Cartan à adoptée ensuite et que nous adoptons ici. 


12% 
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égalité que M. E. Cartan exprimait brièvement en disant que les Parano 
de S:,,,S:'sonts, + o (4, dé). Plus explicitement la transformation 5.5, =a 
où les a sont fixes et où les e varient à partir des valeurs 4, a pour paramètres 
des nombres 6 qui varient à partir des valeurs /, et dont les différentielles db, 
ont pour valeurs &,(a, dc). b Wa 

Si maintenant on suppose que les valeurs initiales des c, dans (9), sont 
égales aux /, on obtiendra (suivant que l’on préfère introduire pour les valeurs 
initiales des paramètres a, b, les notations a, « ou 6, b), l’une ou l’autre des 


formules 
dey = oy (4, du) + (2, db), 


Ha = y (8; deu) math, dh), 


que l'on peut regarder comme généralisant la formule (8). Mais si les 4 sont 
constants, dr, se réduit à w,(a, da); si les a le sont, de, se réduit à &,(b, db): 
d'où une nouvelle interprétation des formes de Pfaff ©, & : les 6 restant fixes, 
les w(a, da) sont les expressions des différentielles des c lorsque les valeurs 
initiales des c sont égales aux /; mais d’après leur expression immédiate 


90. Joy 
de as (u, db) du, + ab. (a, b) db;, 


ces différentielles se réduisent alors à 


09 (Cig AG 
Ou, 
On a donc 
(14) Oy (u, du) = Ste a) dr, 
De meme 
(19) y(b, db) = se (6, b) db. 


7. Les équations aux différentielles totales le plus utilisées par Lie pour 
définir le groupe G sont obtenues [vozr n° 1 (L)] en considérant les x comme 
constants et par suite en égalant à zéro les seconds membres des (2). Celles 
qu utilise surtout M. E. Cartan dans la méthode du repère mobile sont obtenues 
[n° 1 (C)] en considérant les x’ comme constants et par suite en égalant à zéro 
les premiers membres des (1). 

De meme les équations aux différentielles totales définissant le premier 
sroupe des paramètres s’obtiennent : soit (L,) en considérant les a comme 
constants, soit (C, ) en considérant les c comme constants. Celles qui définissent 
le second s‘obtiennent : (L,) en considérant les 6 comme constants, ou (C,) en 
considérant les c comme constants. 
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Elles s’écrivent donc 
(15) d'— A'x(b) =, (L) d'— Go(u) = 0: 
(Ci) d#+ A“w(b)=0. (GC) d'+mw(a) = 0. 
Ces systèmes s'écrivent encore 
Chas Duc) — By(b) =o, (L:) @y(e)— wy (a) = 0; 


(Gy) oy (aya @y(b) =o, (iG) oy (D) + QTEK 


Ainsi le système de Lie du premier groupe des paramètres | groupe qui 
entraine l'invariance des w : w,(c) — w,(a) =o] s'écrit sous forme symétrique 
relativement aux différentielles des c et des b 


Wy (C) — Bulb) = 0. 
Le système de Lie du second groupe des paramètres [ groupe qui entraine 
l’invariance des ©: 5,(c)—G,(b) =0| s'écrit sous forme symétrique relati- 
vement aux différentielles des c et des a 


wy (C) — o4(@) =v. 


Les systèmes de Cartan des deux groupes de paramètres sont identiques 


Oy (Ob) + Bula) =o. 


8. Avant d’aller plus loin, il n’est peut-étre pas inutile d’appliquer ce qui 
précède à un exemple très simple : celui du groupe linéaire à une variable 


} 1 / ls 
Ti EN ON), we — 4" — 
4 “li 
Ainsi, 

1 “ly 

%,;—= —3 L.—= — — CfA, = 0) 
ty 7 

Ci Onn. Co— 0,13 0; 


d’où l’on tire, par différentiation totale, 


de Dhyana 
des = b, dus + «3 db, + db. 


La formule fondamentale s'obtient en remplaçant les da, par les w,(a, da) 
et dans leurs coefficients les a, b par j. c respectivement; les db, par &;(b, db) 
et dans leurs coefficients les a, b parc, j respectivement. 

D'où 
de = cu, du) + cw(b, db), 
de = co, da) + ew(, db) + w.(b, db), 


formules qui se réduisent pour les b égaux constamment aux /, ou pour les a 
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égaux constamment aux / à 


da; = a;w,(a, da), db, = b,0,(6, db), 
du» = «@w;(a,; da), db; = b,;w,(b, db) + w(0. db). 


On pourrait, par résolution, tirer de ces formules les expressions explicites 
des w(a, da), &(a, da). Mais cette résolution est superflue d'après la dernière 
remarque du n° 6 ; il suffit, dans les expressions immédiates des dc, d'utiliser 
chacune des parties, celle en da,, day, celle en db,, db, et de remplacer dans 
l’une les b par les x, dans l’autre les a par les B, puis les a, 3 par leurs 
expressions en a, 6. On obtient ainsi ; 


Gyr CUCL CAO diy 
(ty 
Obs( ad, da) =o, das—= day 
“ 
m(b, db) = B,db, =, 
4 
@2(b, db) = 6, db, + db, =— rb, ne 
1 


Les da étant obtenus comme il a été indiqué plus haut, remplacons-les par 
leurs expressions dans l’égalité tirée par différentiation totale de celle qui 


définissait le groupe. 
LOTO = lee 


Nous obtenons 
dz!’ = «dx + raw(a, da) + d,0.(u, du) = a, [dx + xw,(a, da) + (a, da)|, 
qui est équation (1). 


Les da étant obtenus en &(a, da) comme il a été indiqué pour les db en 
fonction des &(b, db), on obtient 


da! = a dx + £4,0,(a, da) + am (a, du) + mu, da) 


= 4 dx + 2'w,(u, da) +w.(a, da), 


ou encore 
di — ao, (4, du) — B,(u, du) = a, dx. 


L'une ou l’autre de ces équations donne les transformations infinitésimales 
du groupe proposé 


L l 

ae 

X,— a 
dx 


On lit aisément les transformations infinitésimales du premier groupe des 
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/ 


paramètres sur les formules qui donnent les db en fonction des & 
; enr Net Sn pres Sa 
Ar) ter 


Ô 0 
À» ———, 
: (3 0: 3, Oz, 


et celles du‘second sur les formules qui donnent les da en fonction des w (a, da) 


On vérifie que la formule fondamentale se réduit à la suivante (où # désigne 
une fonction arbitraire des c) 


AI Se) (a, du) + B,( 6 op Jose du) 
+ A, + ACT 6, db) + Qs (c, a Bs (6b, db). 


L'identité (7) s’écrit ici 


2'@,(a, du) + B.(u, da) = 4,|.x0,(u, du) + w.(a, di) |, 


d’ou 
mia, da) = w, (a, du), 
Da, da) = — yw, (4, da) + mu, du) 
ou encore 
),(a, da) =w;(a, da), 
(L> I 
Ge, At) =e CL 0 CL Ve 
a, aa 


On vérifiera aussi l’identité (8) en calculant les w(a,-da) et constatant que 
l’on obtient bien les &(a, da) changés de signe. 
a 8 . 
Le premier groupe des paramètres (celui qui correspond au passage des a 
aux c et entraine l’invariance des w) est défini par des formules, symétriques 
par rapport aux c, b 


de, _ db, 
(L ) ci sol b, , 
Co UE 
= de, + des = did Oy 
CG b, 
+ ou encore par les formules 
du, db, 
| — + ——— =o, 
7 uy b, 
a as db, 
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Le second groupe des paramètres (celui qui correspond au passage des b 
aux c et entraine l’invariance des &) est défini par des formules symétriques 


par rapport aux c, a 


de; _ du, 

| “és. ET ; : 
(ES) 1 des _ da, 
Ha 


\ 


ou encore par les formules (C,) identiques aux (C, ). 


9. Indiquons encore ici un autre exemple à cause de son importance fonda- 
mentale : celui du groupe des déplacements dans l’espace. Cet exemple 
montrera comment, sans qu'il y ait lieu de spécifier les (six) paramètres indé- 
pendants choisis, les (six) formes de Pfaff indépendantes w et les (six) formes 
indépendantes & peuvent apparaître d’elles-mémes. Des formules (‘) 


4h = LT HA XV ni on CPE 


OÙ Los Yo, 3, sont des constantes quelconques et «. 8, y; %,, 31. Y¥1, &2, bay Yo les 
cosinus directeurs des arêtes d’un trièdre trirectangle direct, on tire (par 
exemple par différentiation, multiplication par «, 5, y et addition, puis résolu- 
tion) les edentités suivantes que l’on peut d’ailleurs vérifier directement 


da! = ao (dx + 6); Qe) + W;2) + (dy 4- Wo — WS + WH) + 4.(dz + Oy— Wa + 0,7), 


= à ro + 5 dy, + y dz, Te 


w= 22, + 3:43, + Yid', 
De même, en différentiant les formules 
ARE TE (ory Bye ¥ 50) = 7, 


multipliant par z, «,, %, et ajoutant, on fait apparaître les formes & et l’on 
trouve les rdentités 


dic! —&,-+ my — 0,5 = adr -+- dy + a ds, 


dy’ —&-+ B,3' — w,1!— 6 dx + 8, dy + B, dz, 
dz — @,-- wa — DO,’ = y dx + Y dy + ds, 
avec 
== they t+ (4 dB + a, db, + %AG,)¥y+ (a dy + a, AY, + a dY:) 50, 4% 
oo 3 dy + 8, dy, + B:dy;, 
(1) Pour abréger, nous évitons d'écrire les formules qui se déduisent tisément, par permutation 


cireujaire, de celles que nous écrivons : 2, m3 se déduisent de w,; de mème, Ws, We de w,, ele 
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10. Pour déterminer entièrement les valeurs numériques des paramètres 
d'un groupe; il peut se faire qu'il suffise de se donner le transformé d'un point 
connu : c'est ce qui arrive notamment lorsque le groupe considéré est le groupe 
des paramètres (soit le premier, soit le second) d’un autre groupe. S'il suffit de 
se donner les transformés de p points, ces p transformés sont dits constituer 
un repére mobile pour le groupe. Si les paramètres de la transformation corres- 
pondante sont a,, a,, ..., a,, autrement dit si la transformation est S,, nous 
désignerons le repère par la lettre Ry. 

De méme que nous appelons 2” le transformé dex par S,, nous appellerons \' 
le transformé du mème point z pars, : 


DS te NS 
De sorte que 
x — Sa Sr Die 


a 


Supposons les a fixes, et les A variables a partir des a, les différentielles des 
paramètres de la transformation S,S_‘ sont, comme nous l’avons vu au n°6, 
@,(a, dA). La dernière formule du n° | donne alors immédiatement 


(16) a= dr; (a, J)@) (a, dA). 


I] est d’ailleurs aisé de retrouver cette formule comme simple application de 
la formule (2). Appliquée a S,, cette formule (2) donne 


axX;— ce (X’,7)5; (A, dA) = SVEN A day. 
OW, 


Appliquée à S,, où les a sont fixes, 


Of i 


(x, a) de 
D At vy 


ALi 


d’ou, en retranchant membre 4 membre et supposant les valeurs initiales des A 
égales aux a, la formule qui vient d'être indiquée. Ainsi les &,(a. dA) inter- 
viennent ici comme égales aux différentielles des paramètres pour la transfor- 
mation, voisine de la transformation identique, 5,S,': c'est ce qui conduit à 


appeler l'expression 


| Re ee di), 
| Ou, ; dx; 


symbole de la transformation infinitésimale S,_4S,". 
Les &,(a, dA) sont appelées « composantes absolues » du déplacement du 


——_——SSS 


| repère R, pour A =a. 
X' désignant toujours le transformé de + par S,, désignons par \ le point 
|: dont X’ est le transformé par S,, 


NES NÉS ENS 
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De sorte que 
Ne 07 Sane 


Supposons ici encore les a fixes et les A variables à partir des a, les différen- 
tielles des paramètres de la transformation S;"S, sont, comme nous avons vu 
au n° 6, w,(a, dA). La dernière formule du n° 1 donne alors immédiatement 


(19) aX= dre+ 24 (7, ola, dA). 


La formule (1) appliquée à S, donne d’ailleurs” 


AXES A [a+ 5 fe ( (Gray ay (A aa) |: 
OX}. 


Appliquée à S,, supposée fixe, elle s'écrit simplement 


dX; = 2h ix a) dX. 
Ox, 


Si maintenant on suppose que les valeurs initiales des A sont les a et si l’on 
retranche ces formules membre & membre, en remarquant de plus que le 
‘ . 0 i > 4 . 
déterminant [25 n’est pas nul ('), on retrouve la formule en question. 
'k 


Les w,(a, dA) intervenant ici comme égales aux différentielles des para- 
mètres de la transformation, voisine de la transformation identique, SS,, il 
sera naturel d'appeler l'expression 


(2, J) = oy, (a, da), 


Fy 


symbole de la transformation infinitésimale S'S, aa. 

x et X se déduisent respectivement de x’ et X' par la méme transformation, à 
savoir S,'; elles sont appelées coordonnées relatives du point dont x’, X’ sont 
les coordonnées absolues; les w,(a, dA) prennent le nom de composantes 
relatives du déplacement du repère R, pour a. 


L'exemple indiqué au n° 9 fait comprendre ces dénominations. 
11. La formule fondamentale 


____ 99% 09} : 
WG; = da, 1? Cc) Oy (a, da) + 5b, ose db) 


permet enfin d'obtenir immédiatement les équations de structure de M. E. Cartan. 


(1) Pour le système de valeurs x, a. ‘ 
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En utilisant les notions de dérivée extérieure et de produit extérieur Cy 
Ÿ OX, x % 2: a 
y(n Que. 02?) == sie (dr; 6x4 — dr; dag) MOD) = Nida. 
[om|=\;\{( dr dry — dr; dry), SUMO hay = Ned any i toile, he) == 17: 


et la formule relative à une forme de Pfaff w et une fonction m quelconque des 
variables x ; 
(mo)'=|dmo|+ mo’, 


et remarquant que la dérivée extérieure de dc, est nulle, on obtient 


Og; 


Dan (ds Chou(a, da) + (c, J) wu( 6, db) 
ay { 
Oe Yi. 


ate Fae RU C) | degay (a, HAN aie 


dpi. 

0b, 
ae (ce, J) [dceg@, (6, db)] = 

0b, Oa, 2e UN R aa 

et par suite, en remplaçant les dc, par leurs expressions mêmes tirées de la for- 

mule fondamentale, 


de, 


(J, €)@u(a, day SA h(E. J)Bu(b, db) 


Whe 


dy 


+ (Sue) \ O90, (es ea OG, ee ae do, (e, < er 
Oa, . or ve PS On, 0d% J oi Ob, da; ey) ae 


où l'on a écrit briévementw, & pour désigner respectivement w( a, da), &(b, db). 

En donnant aux b ou aux a respectivement des valeurs constantes arbitraires, 
HN on voit apparaître les formules (valables quels que soient les a, c d'une part, 
1 les b, c de l’autre) 


i Je, 

i (18) . = (J, C) wy(4, du)+ we is “Tob C) we (Mt, da) wy (ue, Qh \ = oO, 
LA Ove A On 

—— (rc a (b, dl (i == 
to) The ns NSO OO ibe a D 35e de (© JT EE QUE ES 


En comparant ces deux formules particulières à la formule générale d'où 
à nous les avons déduites, nous en concluons, en supposant ¢, = ¢,(a, b), 


: dc À Oo, ds; re 
l (20) Ove Y, J 1 PAIE Dy = 0 


de EN er pr Ob, 0b, das ie db, (ef) du. 0 Ob, 


Les formules (18), (19) s’écrivent d'ailleurs sic =/ 


w (4, da) + mn ir (J, J) O(a, du) Wy (4, A0; 
wo (b, db) + RS 0 io doll 
À Eye 7 Ob, duz 7" 


M (*)Foir, par exemple, E. Cartan, Loc, cit. p. 182 el Suiv. 
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ou en posant 


Po; an 
ee ( « = Ce : > 
duz db, ded Ge 
oy == Cry; | Oe Ody, if 
Oy === Cr | O- Wry, |. pase 


Portons dans (18) la valeur trouvée pour w', et dans (19) la valeur trouvée 
pour a. Les coefficients de w-m,, &-&, respectivement dans les expressions 


trouvées sont 


Of 09 ( - pe Re dc, tr. 
bb) | da, PER Er re durs Ob; PE du- dus Ob, 
dc; CPE Ma de; we Ore : 
De Lies ste BIS yn ——— («. : 
2 Ob, is 00, due Ou. he) Ob, Lem re Ce) 


Il est aisé de vérifier que les deux relations ainsi trouvées se réduisent ainsi 
que (20) à des identités : il suffit pour cela de se servir des relations qu'on 
déduit par dérivations des identités (1) du n° 4. 

Dérivons les deux membres de la premiere par rapport à b- 


Je 3 2 è du. 
d?° PG eg eee 7 Pu, pee 7 
du, RD dure du; db, Ob. 


et pour b=, 
Oy; Oo. O7G mee dou 
RAT Dam) = DN Js D (4 J). 


On, ni du la 


le coefficient de w.5, dans (20) est done identiquement nul; on arrive au 
même résultat en dérivant les deux membres de la deuxième identité (1) par 
rapport à a- et en y faisant a —j. 

Dérivons les deux membres de la preniière identité (1) par rapport à a. 


Ory 1277 Og: De, ne: 
RS Ce ms ‘ ene i u. op ee ae 
On, Ou; on Org eek)! On, Ke Vie ole Ob. Hate du; dy d'y ne 


et pour « —} 


de; 


( 0G. à Pg do, 
dus du 


et : 
ig Le” Faz abs l ie Ou, Ob, Pm fo), 


de sorte que l’expression (21) est identique à (J, €). Dans l'expression (18) 


woe u = 


transformée à l’aide des w’, le coefficient de m,@- sera de même ne ch 
Ja, Jay 


c'est-à-dire le mème; les monomes symboliques disparaitront complètement. 
Dans I’ ieee (19) transformée à l’aide des &', on verra de même que les 
coefficients de am, et de &,®. sont les mêmes et que les monomes symbo- 
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| liques disparaitront complètement [il suffira cette fois de dériver la première 


| identité (1) par rapport à b. et d’y faire b=]. 
L'application au groupe linéaire x’ = a,.x + a, est immédiate 


214, bD)=biu, 


NN ON) Die DE 


Les constantes de structure apparaissent ici comme les dérivées secondes 
des © prises par rapport à des a et des 6 d'indices différents. Est donc seule 
différente de zéro la constante C,,,— 1. Ainsi 


F ’ 
M, = 0, Lom = C0, 


a SOA j= ion 


C’est bien ce qu’on verifie en utilisant les regles du calcul symbolique. 


12. Je voudrais, pour terminer, faire quelques remarques générales sur 
| l'indépendance des c en tant que fonctions des a. ou en tant que fonctions 
des b. Le résultat apparaitra comme cas particulier de résultats plus généraux 
relatifs à des familles de transformations. et non plus seulement des groupes. 
Les seules transformations que nous considérions 


(S) Api Les AP ae <n (C= EO en ft) 


f) 


| 

LT , : D 

4 sont à déterminant fonctionnel non identiquement nul on Æo; elles sont 
Fac 


\ 


2 réversibles, et la formule précédente est considérée comme équivalente à 


| D f(D Wg eyes B,D | 
Nous utiliserons de même le symbole £ pour indiquer les fonctions résultant 
1 de la résolution d’un système Tx, = g;(); =o 0. 
Soient des transformations formant une famiile S dépendant de paramètres a, 
let d'autre part des transformations formant une famille 1 dépendant de para- 
| mètres b. La transformation résultante (S d'abord, T ensuite) que nous 
) désignons par TS peut être considérée comme dépendant des paramètres 4, à. 
! Nous allons d’abord supposer so qu'on peut la considérer comme dépendant 
) des a et d’autres paramètres en nombre }. au plus, soit qu'on peut la considérer 
) comme dépendant des b, et d’autres paramètres en nombre 7. au plus. Nous en 
) dédutrons, suivant le cas, que le nombre des paramètres essentiels de T, ou 


| de S, est À au plus. 
La première hypothèse se traduit par l'identité en +, a. h 


A BAC 0 PU EL A CT TR Pre he), 


| où les À désignent des fonctions des a, b. D'où l'identité en x’, a, h 


| gi(a", d) = [f(z", Uo, Ws [Pin Woy aan 1P> |. 
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Mais, si l'on donne aux a un système de valeurs numériques arbitrairement 
choisies, cette égalité montre que la fonction g dépend de À paramètres 
essentiels au plus. 

‘ La seconde hypothèse se traduit par l'identité en +. a, b 


gil f(a, a), = Et ke, 6) 
où les # désignent des fonctions des a, b. D'où l'identité en x, a, b 
its a)= g[Y (x; DIT SU) ONE 


Si lon donne aux + des valeurs numériques arbitrairement choisies. cette 
identité montre que /, dépend de % paramètres au plus. C'est ce qu'il fallait 
démontrer. 

Soient maintenant deux familles, S et T, l'une comme l’autre a7 paramètres 
essentiels: TS dépend essentiellement au plus de 27 paramètres. Supposons 
qu'elle ne dépende que de 7 paramètres c (fonctions des a et des 6). Si le déter- 
minant des c par rapport aux a était identiquement nul, il v aurait entre les c 
une relation indépendante des a, et l'un des c au moins s'exprimerait en fonc- 
tion des autres c et des D. Le second résultat démontré prouve que S ne 
contiendrait que »-- 1 parametres essentiels au plus. ce qui n'est pas. De même 
si le déterminant des ¢ par rapport aux 6 était identiquement nul, l’un des ¢ au 
moins s'exprimerait en fonction des autres c et des a, T ne contiendrait 
que » — 1 paramètres essentiels au plus. Ainsi, dans l'hypothèse faite (à savoir : 
TS ne depend que de r paramètres), ces paramètres, considérés comme fonctions 
des a, sont indépendants; considérés comme fonctions des D, ils sont 
indépendants. 

C’est ainsi que. /, g, A étant des fonctions données, la transformation 
S: f(x) + giv) =a, composée avec la transformation T: h(r°)+ f(x')=b, 
conduit à la transformation TS : A(.r"),— gx) = b—a, qui ne dépend que 
d'un paramètre c= > — 4, dont les dérivées par rapport à 4 et à b sont diffé- 
rentes de zéro. 

On peut supposer en particulier que S et T fassent pirtie d’une même 
famille; nous les appellerons S,, S,; par exemple 


LS Tee) EU), 
(Sz) S( Li) ZE) =i 17). 
(S; Se) fla") — f(x) =b—a. 


Comme cas plus particulier encore, on pourra supposer que la famille unique 
d’où sont extraites S,, S, constitue un groupe. Nous venons de voir que si les r 
paramètres sont essentiels, les déterminants fonctionnels des c par rapport 
aux a (et ceux des c par rapport aux b) sont différents de zéro. 


DE ——— = 


SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS 


DES 


CERCLES DE REMPLISSAGE 


DES FONCTIONS MÉROMORPHES 


Par Jacoves DUFRESNOY. 


INTRODUCTION. 


En suivant une voie ouverte par M. L. Ahlfors, nous avons montré, dans un 
Mémoire récent ('}, que d’une étude des surfaces de Riemann situées sur la 
Sphère unitaire, on peut déduire de nombreuses propriétés des fonctions méro- 
morphes. La méthode exposée présente l'intérêt de conduire à des démons- 
jtrations assez simples se rattachant toutes à une même idée directrice. De plus, 
‘les résultats obtenus sont très généraux et comprennent, comme cas particuliers, 
Id'importantes propriétés nee 

A l'idée directrice du Mémoire précédent, on peut encore rattacher aisément 
june théorie des cercles de remplissage des fonctions méromorphes. C'est ce 
ique nous allons montrer dans le présent travail (?) 

Une fois acquis les résultats antérieurs, toutes nos démonstrations sont 
Iparticulièrement simples. Ici encore, les résultats obtenus comprennent, comme 
cas particuliers, des résultats classiques. Lorsque ces derniers sont de nature 
iquantitative, leur précision se trouve parfois améliorée. 

Toute notre étude est faite à l’aide de la fonction S(r) et non de la fonction 


caractéristique T(r) = fSHEC). Il nous semble que l'emploi systématique 


ide S(r) présente des avantages incontestables tant pour la marche des démons- 
trations que pour la forme des résultats. Toutefois, nous rechercherons souvent 


(1) Ann. Ecole Norm. sup., (3), 58, 1941, P. 179-259. 

(2) L'essentiel en a été résumé dans une Note aux Comples rendus de l'Académie des Sciences 
(g mars 1942). 

(3) Nous continuons d’employer tes notations du Mémoire cité. 


1 5 


| 
| 
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la forme que prennent nos résultats lorsqu’on introduit la fonction caractéris- 
tique, afin de faire la jonction avec les propriétés connues. 

Dans le Chapitre I nous rappelons certains de nos théorèmes antérieurs et 
nous les mettons sous une forme directement utilisable. Incidemment nous 
améliorons l’un d'eux. Le Chapitre II est consacré à l'étude proprement dite 
des cercles de remplissage. Nous l'avons divisé en deux sections; la première 
traite des fonctions méromorphes dans tout le plan fini, la seconde des fonctions 


méromorphes dans un cercle. 
Malgré les difficultés actuelles, M. Montel a bien voulu accueillir ce Mémoire 


dans les Annales de l'École Normale Supérieure. <Qu’il veuille bien trouver ici 
l'expression de ma respectueuse reconnaissance. 


CHAPITRE I. 


RAPPEL DE RÉSULTATS ANTÉRIEURS. 


1. Nous utiliserons le théorème suivant ('): 


THÉORÈME A. — Soit w = F(s) une fonction méromorphe dans le cercle | z| €. 
Sorent, d'autre part, g23 domaines D; simplement connexes et disjoints (dont 
certains peuvent se réduire à des points) à chacun desquels est associé un entier 


positif u avec > (2 — —)>2. Sv, à l'exception de d; d'entre eux au plus, tous 
Pi 
les disques que présente sur VD; la surface de Riemann décrite par w == F(s) ont pi 


feuillets au moins, on a, lorsque r KR, 


= R K 
Se TR CR NS D —————— avec RNA 


4 / TEN UE I *s 
Dre? pme 
en désignant par 4rS(r) l'aire sphérique de la surface de Riemann correspondant 
à 3 <ret par K une constante dépendant des domaines D;. 


Dans ce théorème, n désigne le nombre total de disques exceptionnels, 
chacun de ceux-ci étant compté une seule fois, quelle que soit sa multiplicité. 
D'autre part, au lieu de supposer que les disques situés sur le domaine D, ont 4, 
feuillets au moins, on pourrait supposer qu'il n'existe aucun disque sur ce 
domaine Dj; le théorème précédent s’appliquerait alors en attribuant la valeur æ 
au nombre u.; correspondant. 


(1) Cf. le Mémoire cité. Le théorème À ny est énoncé explicitement que dans le cas n = 0 (§ 29, 
pe 221). Le cas général est indiqué sommairement (/euxième groupe de théorèmes, p. 229); voir en 
particulier Pinégalité (3 bes) où l’on doit faire 


l ner mr ae el hi" — 
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2. En remplaçant l'hypothèse du théorème A par des hypothèses plus parti- 


| culières on obtient les propositions suivantes : 


THÉORÈME A,. — Si = F(3) est méromorphe dans le cercle 3; <Retn'y prend 


pas plus de n fois en tout trois valeurs distinctes a;, on a 


[S(r) — nj log— ———— 5 


où 6, est la distance sphérique minima des trois valeurs a; prises deux à deux. 


TRÉORÈME A,. — Se — F(:) est méromorphe dans le cercle 32 <R et y 


| présente cing valeurs ramifiées complètement, sauf au plus n fois en tout, on a 


I ee 
Stren ee 0e 
ae 7 


où Gy est la distance sphérique minima des cing valeurs considérées. 


THÉORÈME A,. — Sr 1» =F (2) est méromorvhe dans le cecle |3 << KR et si la 
surface de Riemann décrite par cette fonction présente au plus n disques en tout 
sur trois domaines simplement connexes et disjoints, on a 


[S(r)— n| log à aK. 


Tutorime A,. — Si sv = F(s) est méromorphe dans le cercle \z;< R et si la 
surface de Riemann décrite par cette fonclion présente au plus n DISQUES SIMPLES 
en tout sur cing domaines simplement connexes et disjoints, on a 


= 


R _ 
|S(r)— 2n| log — < (Kh. 


3. Les estimations des constantes K que nous avons obtenues dans notre 
Mémoire précédent (') sont susceptibles d’être beaucoup améliorées (?). Ici, 


: 187" Ae ue . 
nous améliorerons seulement le second membre —— de l’inégalité du théo- 


rème A, en utilisant une méthode simple, mais dont l’emploi ne peut guère être 
généralisé. 

+ : : . . aya D 

Nous ferons subir à la variable 4 la substitution homographique W = ——~— 

qui transforme les trois valeurs @,, a;, 7; en trois valeurs fixes (1, /, /* par 

exemple). La fonction # = F(z) sera ainsi transformée en une nouvelle fonc- 

tion W=F,(z) à laquelle nous appliquerons le théorème A,. Pour conclure, 


(1) K = 8x2h'2 (Cf. Chap. I, p. 204-208). | he . 

(2) On parviendrait à de meilleures estimations en reprenant les démonstralions du Mémoire, apres 
avoir introduit sur la sphère unitaire une métrique convenablement adaptée à chaque cas particulier. 
[L'idée d'employer une métrique non euclidienne se trouve dans Autrors, Zur Theorie der 
Ueberlagerungsflächen ( Acta mathematica, 65, 1935, p. 157-194 ).] 


/ 
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nous aurons besoin de quelques propriétés de la transformation homographique; 
établissons-les dès maintenant. 


4. Donnons, pour commencer, une forme canonique de la relation homogra- 


phique W = oe la plus générale. Montrons d’abord qu'il existe un couple 


de points w,, w,, diamétralement opposés sur la sphère complexe, qui se trans- 
forme en un couple de points W,, Ws, diamétralement opposés. Ces conditions 
se traduisent en effet par 

= Ne) SED Uy + D 

LV) Wy 0 el = 05 
LE d <A, + d 

d’où l’on déduit immédiatement l'existence de ss, et ,, qui sont les racines 
de l'équation (") 


(1) (ub + cd? + ( bb:3- dd ua ec) = (ab + cd) =~ 


Effectuons alors, sur la variable sw, la substitution 


qui correspond a une rotation de la sphére complexe sur elle-méme; et de 
même, effectuons sur la variable W la substitution 


W— W, 


NI — 
Lote Ww, 


Il existe entre s+’ et W’ une relation homographique ayant O et «comme points 


doubles, soit 
W! = ju”, 


Calculons la valeur du module de la constante À. D'une part, on obtient 
aisément 


ad — be 


W—W, . w— a, 
(ab + ed Jw + bb + dd 


it WW, + 


FE 


D'autre part, nous avons vu que w, satisfait à l'équation (1); celle-ci peut encore 
séerire 
| Cab ed ww bb + dd F = oe 5 bh ec dd||( ab + cd) w + bb + dd} 
OL + led — bel = 0. 
Il eu résulte que A, vérifie 
1 CE A Pot Teeth [od 
ae |ud — be| [A 


(') Cette équation a bien toujours deux racines distinctes, à moins que la transformation homogra- 


phique donnée ne se réduise à une rotation de la sphère complexe sur elle-même; l'équation est alors 
indéterminée, 
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C'est une équation du second degré dont les racines sont réelles, positives et 


inverses l’une de l'autre ('). On voit sans peine qu'elles satisfont de plus à 
l'inégalité 


Fa) ad — be cales ae be Ve hd? 
faP+|bP+ie®41d2 to lad — be 


; ; hate ; 2 tab 

En résumé, une substitution homographique quelconque W = en peut 
toujours se ramener à la suite des opérations que voici : rotation de la sphère 
complexe sur elle-même, puis transformation W'= zu et enfin nouvelle rota- 
tion de la sphère complexe sur elle-mûme. Le module de la constante À satisfait 
à la double inegalité (2). 


5. Etudions maintenant les modifications subies par la fonction S(r) relative 
à une fonction méromorphe F(z) lorsqu'on effectue sur cette dernière une 
transformation homographique. Les résultats du paragraphe précédent permet- 
tent de se ramener à deux cas particuliers. 


1° La transformation homographique se réduit à une rotation de la sphère 
complexe sur elle-même; S(r) n'est pas modifiée. 

2° La transformation homographique se réduit au changement de F(3) 
en AF(s) qui transforme la caractéristique T(7, F) en T(r, AF). On a 


(T(r, AE) Tr Fy < [log if, 


comme on le voit immédiatement à l’aide de la formule 


x 


AR ape we af log Vi + | F(re’?) ?? do — log 1+}F(o) ste IN (74 DCE 


a 


me : é ne dr : 
D'autre part, en utilisant la relation T(n= (sys, on obtient, 
pour r< p, 
S(r, F) log = itty, Fy = Tie 
et 


9 


Tio, AF) — TU Fy <= 5(9, AF) log “a 


| 


Des trois inégalités précédentes on déduit aussitot 


S(F PY ES (AE) EP [os Mi 


(1) Ce résultat pouvait être prévu. On est en effet conduit à deux valeurs inverses pour |) | selon 
1 que les substitutions homographiques auxiliaires (rotations de la sphère complexe) font correspondre 
® l'origine à #, et à Wy, ou bien aw, et à Wa. 


Mix 
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Coxczusiox. — Pour une substitution homographique absolument quelconque, 
cette dernière inégalité est encore valable, si l’on désigne par | À | la constante 


associée à cette substitution (§ 4). 


6. Nous allons devoir appliquer ce résultat à l’homographie qui transforme 
di, @, a; respectivement en 1,/,J°. Evaluons donc Ja constante | À| correspon- 


dante. On obtient, après un calcul facile, 


Kocaeli Mia P+ 4243 | 
lad — be, V3 Ca — A; 


D'autre part, la distance sphérique des points a, et a; est 


x | > — A; do — A; 
= 24 AD pr ll 
0, = 2 arc lang na ST 
Par conséquent, 
1Z 2 a [2242 | 2 OY 
7 A cee tee ee gta) 
| ad — be | \3 on 02 05 00 


en désignant par ©, la distance sphérique minima des trois points a,, ay, 43, 
pris deux à deux; et la double inégalité (2) donne enfin 


N . 13 
Se happy eid 
4V3 do 


7. Partons alors d’une fonction # =F(z:), méromorphe dans 3 <Rety 
prenant au plus n fois en tout les trois valeurs 4;. Par la transformation homo- 
graphique précédente on en déduit une fonction W =I*,(z) prenant au plus 
n fois entout les valeurs 1, /, 7”. Le théorème A, appliqué à F,(z) nous donne, 


poure € R, 


81 I 


S(0, Py) < + i 
log — 
Ilen résulte que, puurr<c<R, on a 
ie 
(ge tens | log 12 || FT Sara 
SAS SR EEE Ré 
log = © log — log © 
- 0 - 


En choisissant : = VrR, on obtient le théorème suivant : 


:|<Retn'y prend 


TuEORÈME A}. — Si iv = F(z) est méromorphe dans le cercle 
pas plus de n fois en tout trois valeurs a; distinctes, on a 


: R : 1 
[SCr) — 2] log— < 89 + 4 log —- 

i 0e 
pe ye P . Fi : 8 T° 
C'est la forme améliorée du théorème A,; nous y avons remplacé = 
U 
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F I : x } 
par 89 + 4log 3,” C& qui est tres avantageux pour les petites valeurs de 4. 


Il serait facile de voir que notre nouveau théorème n'est plus susceptible 
d’amélioration notable. 


8. Du théorème A, on peut déduire le suivant (dE 


THÉORÈME B. — Dans les conditions du théorème A et si de plus n—0,0on a 
SE Co)l 2K 
i+ F(o) ? be 2 
Ré 


Certains cas particuliers importants donnent lieu à des théorèmes, analogues 
au précédent, que nous n’énoncerons pas. Indiquons seulement les hypothèses 
qu’ils mettent en jeu : 


(Théorème B, ): s = F(z) est méromorphe dans le cercle 's' < Ret n’y prend 
aucune de trois valeurs 4; distinctes (*); . 

(Théorème B,): s =F(z) est méromorphe dans le cercle !s|< R et y 
présente cing valeurs complétement ramifiées ; 

(Théorème B, ): # = F(z) est méromorphe dans le cercle | |< BR et la surface 
de Riemann décrite par cette fonction ne présente aucun disque sur trois 
domaines D; simplement connexes et disjoints; 

(Théorème B,): #= F(z) est méromorphe dans le cercle |3;<R et la 
surface de Riemann décrite par cette fonction ne présente aucun disque simple 
sur cing domaines D; simplement connexes et disjoints. 


APPLICATION A LA THÉORIE DES CERCLES DE REMPLISSAGE, 


Fonctions méromorphes dans tout le plan fint. 


9. Définition (*). — Soit donnée une fonction f(z) méromorphe pour : # <. 


(1) Cf. le Mémoire cité, § 30, p. 223. ” 
(2) Ce théorème B n'est autre qu’une forme du théorème de Landau. Dans notre Mémoire antérieur 


nous avons obtenu 
367+ 


| F’(o) | 


1+ |F (0) |? 


CHAPITRE II. 
| 
LO One 


R 


Il est clair que les considérations développées dans les paragraphes précédents permettent d’amé- 
liorer ce résultat; on peut ainsi parvenir à 


LF'(o)l LC, 


1+ | (0)? ~ 6y 
où C est une constante numérique (Cc <4 3e8! À: 
(3) H. Mittovx, Le théorème de M. Picard; suites des fonctions holomorphes; fonctions mére 
morphes et fonctions entières (Journ, de Math., 4° série, 3, 1924, p. 345-401). 
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Soit, d'autre part, dans le plan de la variable complexe z, une famille de cercles, 


i "ET 
tels que, si l’on désigne par 7; le rayon du cercle F,et par 3, l’affixe de son 


et À augmentent indéfiniment avec #. On dit 
ri 


centre, les quantités 9,=/ 3, 
que ces cercles I’, constituent une famille de cercles de remplissage pour la fone- 
tion f(s) considérée si, dans I, la fonction f(z) prend toutes les valeurs de la 
sphère complexe, sauf au plus celles situées dans deux cercles de rayon (sphé- 


: [ 
rique) ê, tendant vers zéro avec à 


10. Existence d'une famille de cercles de remplissage. — Supposons d’abord 
que l'expression 
(3) Lil A 2) 
Let CE 
ne présente pas de borne supérieure. Soit alors une suite de points =,, 72, .... 
:,,... en lesquels cette expression prend des valeurs croissant indéfiniment. 
Nous pouvons trouver une suite de nombres positifs z,, ¢., ...,e,, ... tendant 
vers zéro et tels que la quantité 
ie EK pele ernie (=x) | 
REE TICE) 


croisse indéfiniment avec #. Les cercles I’, de centre z, et de rayon 7,=¢,'=,', 


constituent une famille de cercles de remplissage. car, en vertu du théorème B, 
appliqué a F(z) = f(z+,), la fonction f(z) prend dans le cercle I’, toutes 
les valeurs de la sphére complexe sauf au plus celles situées dans deux cercles 
1 
h 

Inversement, supposons que l’expression (3) ait une borne supérieure M. Il 
ne peut alors exister de famille de cercles de remplissage. En elfet, dans le 
cercle de centre = et de rayon r —2 =. la dérivée sphérique demeure inférieure 


M ; ; T 
: et, par consequent [sie 


N G i 
dont le ravon ¢,—= 7 tend vers zéro avec 
4 k 


— 5) la fonction ne pourra prendre 
Tr +2M 
que des valeurs situées dans un cercle de la sphère complexe ayant pour centre 
J(2) et pour rayon M ——, quantité qui tend vers zéro avec &. 
a" 
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f(z), méromorphe 


dans tout le plan fini, présente une famille de cercles de remplissage est que 
l'expression 


FACE) 


IS'(s) | 


ne soit pas bornée supérieurement. 
Nous retrouvons ainsi un théorème connu que l’on démontre d'ordinaire en 
faisant appel à la théorie des familles normales ('); on énonce alors cette con- 


(') A. Ostrowski, Ueber Folgen analytischer Funktionen und euuge Verschürfungen des Picard- 
sehen Satzes (Math, Zeitschrift, 24, 1925, p. 215-258). L'étude des cercles de remplissage par la 
méthode des familles normales a eu pour point de départ trois importants Mémoires de M. G. Julia. 

[Sur quelques propriétés nouvelles des fonctions ‘entières ou méromorphes (Ann. École Norm. 
sup.. (3), 36. 1919, p. 93-125; 37, 1920, p. 165-218; 38, 1921, p. 165-181) ]. 


| quatre cercles dont les rayons sphériques %, tendent vers séro avec | 
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dition nécessaire et suffisante sous la forme suivante : la famille des fonc- 
tions f(}"3), où 2. est une constante arbitraire, doit être non normale dans une 
couronne limitée par deux circonférences centrées à l’origine et dont le rapport 
des rayons est supérieur à 2. 

Les fonctions /(s) ne présentant aucune famille de cercles de remplissage 
(fonctions exceptionnelles) ont été étudiées par Ostrowski ('). Indiquons sim- 
plement une de leurs propriétés que la forme de notre théorème met immédia- 
tement en lumière. On a 


UT) I 
RU < 


- 


al Eole E 2 
——— | sdodb=0 op (2 
See ado d6=O[logr] (*). 


r 


On montrerait de même que L(r) est borné, ce qui permet, dans le cas des 
fonctions exceptionnelles, de donner à plusieurs théorèmes de notre Mémoire 
déjà cité une forme plus précise que dans le cas général. Mais on ne retrouve 
pas ainsi les propriétés classiques des fonctions exceptionnelles, propriétés qui 
s’obtiennent aisément par la théorie des familles normales. 


11. Nouvelles propriétés qualitatives des cercles de remplissage. — A partir de 
maintenant nous considérerons uniquement des fonctions non exceptionnelles. 
On voit aussitôt que la famille de cercles de remplissage que nous avons mise 
en évidence dans le paragraphe précédent jouit d’un certain nombre de 
propriétés. Il résulte, en effet, du théorème B, que: 


Dans V, l'équation f (=) — a — 0 a une racine simple au moins, quelle que soit 


la valeur a, sauf peut-être pour certaines valeurs que l’on peut enfermer dans 


1 


Il résulte du théorème B, que: 


Étant donnés trois domaines D; simplement connexes et disjoints, la surface de 


à Riemann décrite par les valeurs 5: de la fonction, lorsque = décrit V',, présente au 
moins un disque sur l’un des domaines D, dès que k est suffisamment grand. 


Il résulte enfin du théorème B, que : 


Étant donnés cing domaines D; simplement connexes et disjoints, la surface de 
Riemann précédente présente au moins Un DISQUE SIMPLE sur l’un des domaines D, 
dès que k est suffisamment grand. 


Toutes ces propositions sont contenues dans la suivante, qui se déduit 
immédiatement du théorème B : 


(1) A. Ostrowski loc. ril.: Voir également P. MoxTeL, Lecons sur les familles normales de fone- 


tions unalytiques et leurs applications ( Gauthier-Villars, 1927). 
(2) Ce qui entraine en particulier T (7) = Oflog?r] résultat obtenu par Ostrow shi. 
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Étant donnés q 23 domaines D; simplement connexes et disjoints (dont certains 
peuvent se réduire à des points) à chacun desquels est associé un entier v.; supérieur 


Ir \ . =, . 
à 1 avec ÿ ( 1 — => 2, on peut faire correspondre à tout entier k suffisamment 
pi 


\ 


grand, un entier à inférieur ou égal à q tel que la surface de Riemann décrite par 
les valeurs w de la fonction, lorsque = décrit V,, présente sur le domaine D; au 
moins un disque ayant moins de u; feurllets. 


Dans cet énoncé, la valeur u;= oo correspond à l'existence d'un disque sans 
limitation du nombre de feuillets. Ce théorème général est surtout intéressant 
pour l'étude d’une fonction, dont on connaît déjà certaines propriétés, relati- 
vement aux valeurs qu'elle prend ou aux disques que présente sa surface de 
Riemann. Par exemple, dans l'étude d'une fonction entière, on peut choisir le 
point + pour l’un des domaines D et lui associer l’entier 4 — + ; le théorème 
s'applique donc avec 422 domaines J), situés à distance finie, les entiers 4, 
satisfaisant à l'inégalité 


12. Une propriété quantitative. — A partir du théorème A* nous allons 
établir la proposition suivante : 


St = f(3) est méromorphe, la couronne r<|s'< R contient un point 3; 
3 Ski = . 2 
centre d’un cercle C;, de rayon ae Dans C;, f(z) prend n,20 fois au moins 


toutes valeurs, sauf au plus celles représentées dans deux cercles de rayon e-"' de 
la sphère. On a 
K S(R)—S(r) 


” 


y? 


np — K,, 
1 + log 


où K et K, sont des constantes numériques ('). On suppose p donné supérieur à 
une) 


En effet, découpons la couronne par n > 8 demi-droites issues de l’origine 
pre , 2T rn 
et faisant entre elles des angles égaux à 5, =~, et par les cercles centrés à 
* t 


l'origine et ayant pour rayons R(1+5)"', R(1+ 3), R(1+3Y, .... On 
obtient ainsi des domaines en nombre inférieur à 


Ve 
4 R 
ns 35 log ) 


(') Alin de ue pas multiplier inutilement les notations, les différentes constantes numériques qui 
interviendront dans notre étude seront toujours désignées par les mémes lettres OC LC 

(7) (f. MW. Murroux, Les rerrles de remplissage des fonctions méromorphes ou entières et le 
théorème de Picard-Borel (Acta mathematica, 52, 1928, p. 189-255). Notre théorème doit être 
rapproché des théorèmes LV et VIT de M. H. Milloux. On remarquera que le théorème II de cet auteur 
est une conséquence immédiate du théorème A. 
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A l’un A de ces domaines au moins, correspond un morceau de la surface de 
Riemann décrite par w— f(z) ayant une aire sphérique supérieure a 


S(R)—S(r) | 
nla a log à) 


L’axe de symétrie de A est coupé en deux points par le contour de ce domaine. 
Soit =, le milieu du segment joignant ces deux points. Un cercle centré en z, 
contient A dés que son rayon est supérieur a 


als sin 2 2 _ 2(1+35) ee Sule V2 
Sh Si ae ih See s— — 3 |:. 
2 PIS a Ales 


Si nous choisissons pour n le plus petit entier supérieur à 2ry2p, le 
cercle C, centré en =, et de rayon ae contient A a fortiorr. A C’, correspond 
donc une portion de la surface de Riemann d’aire supérieure a 


S(R) — S(r) S(R)—S() 
R\ 
r) 


(4) 


li orvopl 


Ay jz 1 R ‘ 
as 3(V2P+ See 25p*(1+ log 
Considérons maintenant le cercle C, centré en z, et de rayon ——~— et supposons 
Fy , 
que, dans ce cercle, la fonction f(z) prenne moins de n, fois chacune de trois 
valeurs dont la distance sphérique minima est supérieure à 2,. En appliquant 
le théorème A* à la fonction F(z) = f(3+2:,), méromorphe dans le cercle de 


rayon | Ea centré a l’origine, il vient aussitot 
SR) —S(7 
ae ale — 3nx log2 < 89 + {log = 
25 p° ( 1+ log F ÿ 
La proposition annoncée est ainsi démontrée avec 
S(R)—'S 
nx(4 + 3 log2) > 8 ck Da a log 2 — 89, 
25 p2(1 + log ~) 
2 
c’est-à-dire avec les constantes 
; log2 : 89 
(= SS  — t RE, 
. 25(4 + 3 log») d (TT 4 +3 lo: 
Remarque 1. — Le point 3, du théorème précédent peut être choisi indépen- 


damment de la valeur supérieure à un attribuée au nombre p. West clair, tout 
d'abord, qu'il suffit (quitte à remplacer K par une constante plus petite) de 
démontrer que cette propriété est bien vérifiée pour les valeurs de p appartenant 


à une progression géométrique p=1. 2, 4, 8, .... Esquissons le raisonnement 
pour ces valeurs. On commence par faire subir à la couronne le découpage 
relatif à p=1; on met ainsi en évidence un domaine A, auquel correspond une 


Ann. Ec. Norm., (3), LIX — Fasc. 3. 29 
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aire supérieure à ge : 
(R)—S(r) 


5 R 
25(1+ log =) 
r 


On fait ensuite un découpage plus fin, qui divise chaque domaine en quatre 
nouveaux domaines, en adjoignant au faisceau dès demi-droites, issues de 
l'origine, le faisceau de leurs bissectrices intérieures et aux cercles centrés à 
l'origine, de nouveaux cercles également centrés à l'origine, le rayon de chacun 
de ceux-ci étant la moyenne géométrique des rayons de deux cercles successifs 
du découpage primitif. Le domaine A,, en particulier, se trouve ainsi décomposé 
en quatre domaines partiels à l'un desquels correspond une aire supérieure à 


S(R)—S(r) 


R\’ 

25 X (1 Jog | 

ceo 

soit A, ce domaine. Répétons indéfiniment cette opération. Nous mettons ainsi 
en évidence une suite A,, A,, A,, ... de domaines emboités, ayant un point 
commun qui leur est intérieur. En placant z4 en ce dernier point, on peut 
achever la démonstration comme ci-dessus par un calcul très élémentaire de 
limitation. 


Remarque 11. — Dans le paragraphe 17 nous utiliserons l'expression figurant 
dans le premier membre de l'inégalité (4) et non pas celle située dans le second 
membre qui conduit alors à des résultats sensiblement moins précis. 


13. Généralisations. — Si l’on reprend le raisonnement précédent en 
appliquant les théorèmes A,, A,, A, ou, plus généralement, le théorème A, on 
est conduit aux propositions suivantes qui sont toutes contenues dans la 
dernière d’entre elles : 


Dans C,, f(z)—a—o a N20 RACINES SIMPLES au moins, quelle que soit la 
valeur a, sauf peut-être pour certaines valeurs que l’on peut enfermer dans quatre 
cercles de la sphère dont les rayons sont égaux à une fonction de n, qui tend vers 


7 I 
zéro avec —-. On a encore 
pan 


x 


Kye > RES PRES 


1+ log — 
À 


oùKetK, sont deux nouvelles constantes numériques. 
Etant donnés trois domaines D; simplement connexes et disjoints, la surface de 


Riemann décrite par les valeurs w de la fonction, lorsque z décrit C,, présente au 
moins n,2 0 disques sur l’un des domaines D;. On a 


MR el. 


1+- log = 
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où K est une nouvelle constante numérique et K une constante dépendant des trois 
domaines D, considérés. 


Étant donnés cing domaines D; simplement connexes et disjoints, la surface 
de Riemann précédente présente au moins 2,20 DISQUES SIMPLES sur l'un des 


où K est une constante numérique et K une constante dépendant des cinq 

| domaines D; considérés. 

Et, plus généralement, 

Etant donnés q>3 domaines D, simplement connexes et disjoints (dont certains 

| peuvent se réduire à des points) à chacun desquels est associé un entier LL: Supérieur 

| à 1 avec (1 — — ) > 2, on peut associer à chaque entier k, un entier 1 inférieur 
\ bi À 


‘ 


| ou égal à q tel que la surface de Riemann, décrite par les valeurs w de la fonction 
à lorsque 3 décrit C,, présente sur le domaine D; au moins n,2 0 disques ayant moins 


= I 
Sitar S(R)—S(r) IN 
gl” g: Re oa Le ; 
1 tog de) 


où K est une constante numérique et K une constante dépendant des q domaines V, 
considérés. 


14. Application à une classe très étendue de fonctions non exceptionnelles. — 
Nous avons vu (§ 10) que les fonctions exceptionnelles satisfont à 
FE S(7) 
F (7°) 


1 
V0 logr 


SF 00 


' . 
| Nous allons étudier maintenant les fonctions qui vérifient la relation 


lim 160 
, logr 


Theses 


ag constituent une classe très étendue de fonctions non exceptionnelles, 
| comprenant, en particulier, toutes les fonctions d'ordre non nul. 

Il est clair que, pour une fonction quelconque de cette classe, on peut 
trouver une suite croissante 0, ¢,, t2, t3, ..., telle que l'expression 


S(641) — S(4,) 


lo 


l, 


o 
Lo) 


augmente indéfiniment avec À. Les énoncés des deux paragraphes précédents 
Ç 
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peuvent s'appliquer aux couronnes centrées à l'origine et limitées par les 
cercles de rayons ¢, et 4,,,. A chacune de ces couronnes on peut associer un 
nombre p, augmentant indéfiniment avec A, et tel que le nombre n; correspondant 
croisse aussi indéfiniment. 

Il en résulte que les fonctions considérées présentent une famille de cercles de 
remplissage V, tels que, dans T,, la fonction f(s) prend n, fois toutes les 
valeurs de la sphère complexe, sauf au plus celles situées dans deux cercles 
de rayon sphérique , où n, tend vers Vinfini et 2, vers zéro lorsque k augmente 
indéfiniment (' 

Et, de même, on obtient des propositions analogues à celles du paragraphe 11 
mais dans lesquelles, au lieu d'assurer seulement l'existence d’une racine | 
simple, ou d'un disque, ou d’un disque simple, ou d’un disque à moins de pi | 
feuillets, on peut maintenant assurer l’existence de racines simples, ou de 
disques, etc., en nombre augmentant indéfiniment avec #. 

Pour l'étude quantitative que nous allons entreprendre, nous envisagerons 
seulement les fonctions d'ordre non nul (?). 


15. Fonctions d'ordre fini non nul. — Pour obtenir des résultats intéressants, || 
il faut considérer, non pas la fonction S(r) elle-même, mais une fonction U(r} 
à croissance suffisamment régulière et telle que 


Pour le cas que nous étudions ici, ah nous suffit, comme condition de régularité, 
de prendre la relation 


Te 
Ute = ie 1, 
où # et &, sont deux constantes ass arbitrairement (4 > 1). En prenant alors {| 
S(R) 2 1+A4, | 
pour R une valeur pour laquelle == TR) > ak, et pour r la valeur r= ;; on || 


peut appliquer le résultat établi dans le paragraphe 12. Il vient 


= k, 

K 24, 
Res x 

pP 


U(kr) — U(r) y 
ve pen Kis) UG 


logé 7 D EG Tog) = pee ee 


(‘) Pour celles des fonctions considérées qui satisfont à lim ior = 
par M. G. Valiron [Sur les cercles de remplissage des fone ete ete (C. R. Acad. Sci., 186, i 
1y28, p. 1189-1191)]. 

(2) À laide de démonstrations simples et voisines de celles données dans le paragraphe 15, on | 
peut obtenir des résultats généraux s'appliquant à toutes les fonctions de la classe précédemment |i 
considérée, mais n'offrant d'intérêt que pour les fonctions d'ordre nul (Cf. $$ 15, 17). Ces résultats |! 
ne diffèrent de ceux du paragraphe 15 que par la substitution à U(r) d’une fonction croissante! 
quelconque u(r) satisfaisant à 


= », ce théorème a été obtenu }/ 


hil S(r) 3 


rox u(r)logr — 
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soit 
: Ra | 
Le 
: U(Ar) es : 
dès que P est assez grand. On peut remplacer la condition de croissance 


réguliére imposée a U(r) par d’autres plus strictes, par exemple par celle de 
M. Valiron [U(r) = 71" où p(r) tend vers l’ordre ¢ de la fonction f(z) étudiée et 


où p'(r)rlogrtend vers zéro quand r augmente indéfiniment (')]; la constante K* 
qui s'introduit alors ne dépend que du nombre 5. D'où le théorème suivant : 


Soit f(z) une fonction méromorphe d'ordre ¢ fini, non nul. Il lui correspond 
une fonction S(r). Soit U(r) une régularisante de Valiron de S(r). Il existe une 


in finité de cercles C; d'équations 
1 


LT — Sei << —lg, 
P 
où T= | 3,| augmente indéfiniment avec k. Dans C,, f(z) prend n, fois au moins 
toutes valeurs sauf au plus celles représentées dans deux cercles de la sphère de 
rayon e—"*. Ona 


| . 
Pea U(re) 
Pp 


5 


> 


où K* est une constante ne dépendant que de ¢ et où p est astreint a la seule 
condition p > 1. 


Ce théorème contient un résultat classique analogue (*) dans lequel S(r) est remplacé 
par T(r),et U(r) par une régularisante de Valiron V(r) de la fonction T(r), et où la 


constante K* est changée en la nouvelle constante K*o. En eflet, Vir) rr?" étant uve 

, 3 © Tr a tee : od; Sr) > | 4 

régularisante de T(r), la fonction or?" —=7 #" est telle que : 1° lim are (ce qui 
log | | logs 

s'établitimmédiatement par l'absurde); 2° a( r) +R tend vers p;3°|c'(r)— Tr rlogr 
Le] Le) 


tend vers zéro. La fonction S(r) présente donc une régularisante qui reste supérieure 
a or?” pour toutes les valeurs de r. La propriété annoncée en découle aussitôt. 
0 


Tenant compte de la Remarque | du paragraphe 12, on voit que l'ensemble 
des points z, est indépendant du nombre p. Ce nombre est même susceptible de 
varier avec l'indice & et l’on peut, dans le dernier théorème, remplacer la 
constante p par une fonction p(r) qui demeure supérieure à un et inférieure 
à VK*U(r). Les deux relations figurant dans le théorème deviennent alors 


Vk a) U(r%) 
BIEN —— © . kh 
[2 Bee rye) | n> Pers) 


(1) G. Vaurron, Sur les fonctions entières d'ordre nul et d'ordre fini et en particulier les fonctions 
à correspondance régulière (Ann. Fac. Sct. Toulouse, 3° série, 5, 1913, p. 117-257). La fonction p(r) 
est appelée par M. G. Valiron l’ordre précisé de f (=). 

(2) G. Vatiron, Directions de Borel des fonctions méromorphes (Mém. Sc. Math., lase. 89). Cf. 
théorème XIV. On trouvera, dans ce Mémorial, de nombreux renseignements bibliographiques. 
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Ce nouvel énoncé conduit immédiatement a des propriétés pour les cercles 


de remplissage. à 
: enr (r) 3 ge 
1° Si nous choisissons p(r) de sorte que ar) tende vers l'infini avec une 


lenteur arbitraire, on en conclut l'existence d'une famille de cercles de remplis- 


sage ayant pour équations , 
LCE RUE 


——— ) 
VU(r4x) 


1 


où À(r) est une fonction arbitraire qui augmente indéfiniment avec r aussi 
lentement qu'on le veut. à 

2° Si, au contraire, nous choisissons une fonction p(r) qui tende vers 
l'infini très lentement, nous mettons en évidence une famille de cercles de rem- 
plissage auxquels correspond la « multiplicité » m, telle que 


ne > ere) U(re), 


où 2(r) est une fonction arbitraire qui tend vers 3éro aussi lentement qu'on 
le veut. 


16. Généralisation des propriétés précédentes. — Au lieu d'utiliser la propriété 
du paragraphe 12, on peut utiliser aussi bien celles établies dans le para- 
graphe 13. Cela conduit à assurer que : 

L'équation f(z)— a=o a, dans C;, nm, racines simples au moins, quelle que 
soit la valeur a, sauf peut-ctre pour certaines valeurs exceptionnelles que l'on peut 
enfermer dans quatre cercles de la sphère dont les rayons tendent vers zéro 


I 
avec ke 
La surface de Riemann décrite par w = f(z) lorsque 3 décrit C, présente, dès que 
k est assez grand, n, disques au moins sur l’un de trois domaines VD, simplement 
connexes et disjoints ('); À 
Cette surface de Riemann présente, dès que k est assez grand, nj, DISQUES SIMPLES 
au moins sur l’un de cing domaines V, simplement connexes et disjoints (); 


Plus généralement, cette surface présente, dès que k est assez grand, 
ny}. a! { f is . k à < 
: ee (1 wet ) — 2| disques ayant moins de y. feurllets sur l’un de q domaines D; 
\ Li 
sunplement connexes et disjoints et à. chacun desquels est associé un entier 11, 


me 


Pe : a | , : : 
supérieur a 1 avec > (1— a > 2. Dans cet énoncé, le domaine D; couvert peut 


varier avec la valeur de l’indice #. 


17. Fonctions d'ordre infini(?). — Si, a S(r) nous adjoignons une régulari- 


(1) La valeur minima de k à partir de laquelle cette propriété est satisfaite dépend des domaines D; 
(cf. § 13 : présence de la constante K ). 

2) Cf. Kinc-Lat-Hione, Sur les fonctions entières et les fonctions méromorphes d'ordre infini (Journ. 
Math. 9 série, 1%. 1935, p. 233-395). Une étude des fonctions d'ordre infini avait été faite par 
MH Milloux (Les cercles de remplissage..., loc, cit.) sans introduire les régularisantes. 
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| sante U(r)=r*'” satisfaisant à 
| Ukr) 


Tne 


les résultats obtenus dans les paragraphes 15 et 16 s'appliquent encore ici. La 
} condition de régularité, que nous venons d'imposer à U(r), peut être remplacée 
j par la condition plus stricte de M. Valiron qui, dans le cas de l’ordre infini, 
} consiste en la croissance de la fonction o(r) ('). 


} Il faut remarquer que si V(r)—r°" est une régularisante de Valiron de T(r), il 
| existe une régularisante (au sens large) de S(r) qui reste supérieure a (7) r?”. Pour s'en 


| PR == Str) eee i eee... 
- assurer. il suffit de démontrer que lim zr) ram 21. S'il n'en était pas ainsi, i! existerait un 
4 #] 


| nombre 3 <1 tel que Sir)<37(r)r7"; par conséquent, T(r) resterait inférieur à 


fon ‘arn Tr dr iF ss GT + g(7 ) / S j 
5, LCR eel Aaa Sts ae di + 9'(r)logr|dr<Srt", 


r 


| ce qui est contraire a l'hypothèse. 
| Si l'on utilise la régularisante r7” de T(r), les théorèmes des paragraphes 15 et 16 font 


À donc intervenir l'expression 

| , GUrx) PAT 

rp > K* Lee 
Pre) 


Ce résultat est classique pour ce qui est relatif aux valeurs prises (7), nouveau pour ce 
qui a trait aux valeurs multiples et aux disques. Nous allons maintenant l'améliorer. 


A cet effet, nous remplacons le second membre de l'inégalité (4) de la 


page 197 par 
Sy (LE) ES (Tr) 
25p (: + p log =) 


7] 


éce qui transforme l'inégalité du théorème énoncé dans le paragraphe 12 en 


D ma i Xs), 


R 
p(s + plog= | 


Puis nous modifions le raisonnement du paragraphe 15 de la façon suivante. 


S(R) 1 ee 
) Nous prenons pour R une valeur telle que Hi >; et pour r la valeur 


(‘) La condition de régularité introduite par M. K.-L. Hiong est beaucoup plus stricte que 
la nôtre. 

(2) Théorème XVIII du Mémorial déjà cité. 

(5) La Remarque I continue de s'appliquer, mais le raisonnement qui l'établit doit maintenant 
| comprendre deux parties que nous indiquons rapidement. Pour les valeurs de p suffisamment petites 


| 


i 


: R : ; 

a <i+ 0 dénominateur p ( + p log - ) est sensiblement proportionnel à p; on passera 

r 6 Ta 
PE 


dun découpage au suivant uniquement à l'aide de nouvelles demi-droiles issues de lorigine (les 


— 


R 1 
: domaines sont divisés en deux). Pour les valeurs de p suffisamment grandes eG > 1+ — |; 
PIE 
| Je dénominateur est sensiblement proportionnel à p° et l’on passera d'un découpage au suivant par 
| le processus indiqué dans la Remarque I (les domaines sont divisés en quatre). 


M 4 


204 JACQUES DUFRESNOY. 


r—Re ’®. Il vient, en supposant que UG ay est une régularisante de 
Valiron, 
= Rein — rer 


{ 
— = Re n A park! 
= K : 


25pl 1 ke i 29 pli P iP ni P 
Ee oR) | bade Vs p( Fr) 


Si l’on suppose d’abord que p est fixe, on obtient un théorème analogue au 
premier de ceux énonces dans le paragraphe 15, mais dans lequel p* est remplacé 


1 
2. 


n—> 


par p. Ce résultat subsiste si p varie avec r,, de telle sorte que Fe 3 tende vers 
zero avec =; on a alors 
ey ue 
Pire) 
: cer dE ant ee EN DR 
Si, par contre, p(r) est rapidement croissant Hs augmente indéfiniment 


avec r |; on à 
RENE PACES U(re) ; 
p | 74) 
On en conclut l'existence d'une famille de cercles de remplissage ayant pour 


équations { 
LCre) rx 


Sees 1 
\ (re) U(re) 
où} (r,) est une fonction arbitraire qui augmente indéfiniment avec r aussi lente- 
ment qu’on le veut. 

Si V(r)=r7" est une régularisante de Valiron de T(r), on ne peut pas affirmer qu'il 
existe (au même sens) une régularisante U(r) de S(r)qui reste supérieure à o(r) r2". 
Mais on peut affirmer qu'il existe une fonction U(r) pour laquelle la condition de crois- 


sance régulière s'exprime par 
U(R) = R a(R) 
ry oe ce aa b} 
U(r) if 
car celte inégalité est satisfaite par la fonction o(r) r?” elle-méme. 
On peut alors reprendre Jes mêmes considérations que ci-dessus en choisissant 
i 


r—Re SK, On obtient 


CE 


Saar 
pf rat 


En particulier, il existe une famille de cercles de remplissage ayant pour équations 


pS) 


me iris ter 


UE - 


Tre )\ V (x) 
Sans insister davantage, il est clair que les propriétés générales énoncées 
dans le paragraphe 16 s'appliquent aux fonctions d'ordre infini en prenant 


Ne > pega tlt id avec “U(r a ners 


rio) # P(r) 


(rx). 


re 


1 


i 


| 


ce qui entraine, en particulier, 
i, 
f 


7 
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ou 
a BE Vee 
TESS IN ee) ve avec M) = 73s 
à k 
P(e) bu sm 


Fonctions méromorphes dans le cercle unité ('). 


18. Les méthodes que nous avons utilisées pour les fonctions méromorphes 
dans tout le plan fini s'appliquent également aux fonctions méromorphes dans 
un cercle. Bien des hot de la section précédente peuvent être 
repris mot pour mot ou presque. Aussi allons-nous simplement faire ici une 
esquisse dans laquelle nous nous astreindrons à une division en paragraphes 
toute semblable à celle de l’étude précédente. 


19. Définition. — a famille de cercles I’, doit être telle que ¢,—| =z, tende 


vers 1 tandis que ——“tende vers l'infini lorsque # augmente bons 
Ue 


A cette différence pres, même définition que précédemment. 


20. Existence d'une famille de cercles de remplissage. — La condition néces- 
satire et suffisante pour qu'une fonction f(3), méromorphe dans le cercle unité, 
y présente une famille de cercles de remplissage est que l'expression 


| (4 = 
(1— 15 ) ali 
LH f(s) 
ne soit pas bornée supérieurement. 


Les fonctions ne présentant pas de cercles de remplissage (fonctions excep- 
tionnelles ) satisfont donc à la relation 


re» 
S(r)=0| , 


T(r) = O| lox |. 


Ce résultat, prévu par M. H. Milloux (7), ne peut être amélioré. 


21. Nouvelles propriétés qualitatives des cercles de remplissage. — On peut 
reprendre ici tout le paragraphe 11 sans lui apporter la moindre modification. 


(1) Cf. G. Vauron, Recherches sur le théorème de M. Borel dans lu théorie des fonctions méro- 
morphes (Acta mathematica, 32, 1928, p. 67-92); KiNG-Lar-Hion6, Sur les fonctions enticres..., loc. cit: 
H. Mittoux, Sur la théorie de fonctions méromorphes dans le cercle unité (Ann. Ee. Noo Sup.. 
(3), 54, 1937, p. 151-229). La pe 

(2) H. Mittoux, Sur la théorie des fonctions ..., loc. cit.; l'auteur établit (Théorème XV, p. 220) 


la relation 
I 
RC i— a0 [os Er | Ê 


Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 3. 26 
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22. Une propriété quantitative. — On établit la proposition suivante : 


Siw = f(s) est méromorphe dans | = fai 1, la couronner << 3 <R<1 contient 
5x | 

un point 3,, centre d’un cercle C, de rayon CALE . Dans C,. f(s) prend n,=o fois 

au moins toutes les valeurs, sauf au plus celles représentées dans deux cercles de 


rayon e-"' de la sphère. On a 


ne> NSB) SG RTK 


où K et K, sont des constantes numériques. On suppose p donné supérieur à un. 


La démonstration est semblable à celle du paragraphe 12; seul le morcellement 
de la couronne doit être modifié. On découpe d’abord cette couronne en cou- 
ronnes partielles à l’aide des cercles centrés à l’origine et ayant pour rayons 


— ( rfi a I(r) (1 x) »1 (rfi a »--.. Puis 
chacune de ces couronnes partielles est découpée en domaines égaux par des 
demi-droites issues de l’origine et faisant entre elles des angles égaux; le 


nombre de ces demi-droites est égal au plus petit entier supérieur à =» 
en désignant par 7’ le rayon du plus petit des deux cercles limitant la couronne 
partielle considérée. Après avoir estimé le nombre des domaines ainsi découpés 


on achève sans peine la démonstration. 


Remarque 1. — Le point s, du théorème précédent peut être choisi indépen- 
damment de la valeur supérieure à un attribuée au nombre p- 
Remarque 11. — On peut donner a la borne inférieure de n, une forme plus | 
précise, savoir 
: SR) SG: L 
n> K ) ul IN 
l 1 [ I 
) DE LEE 
GPRS 5 / \I—R 1—/ 
23. Généralisations. — Ce sont les mêmes que dans le paragraphe 13, mais 


il est clair que l’on doit prendre pour bornes inférieures de n, les quantités 
suivantes : 


Kae : À 
D ANDRE (1*" énoncé) 
pS) = 8G ITR ER (2° et 3° énoncés) 
> (: . 0) — 

bi ee : K ; 4 
K ——— _— SR Size le (4° énoncé) 

yp Ÿ (ee Rp 

ons \ Pi LE 


21. Application à une classe très étendue de fonctions non exceptionnelles. — 
> . . . . . I 
Il s’agit de la classe des fonctions satisfaisant à 


lim (14 =r) S(r) =. 


Lama | 
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| Cette classe comprend, entre autres, l’ensemble des fonctions telles que 


| On obtient les mêmes résultats que dans le paragraphe 14 ('). 


| 25. Fonctions d'ordre ¢ fini non nul (*). — Il ne faut pas perdre de vue 
| que S(r)est d'ordre 1+ ¢ tandis que T(r) est d'ordre p (*) 
La régularisante U(r) est astreinte aux deux conditions 


: Ufr-gu-n| 
(r) k 
ipa r Ê RAT 
re ne i et qi Ue > Ai 


| On choisit alors R tel que 


On peut imposer à la fonction U(r) une condition de croissance régulière 
i+p(r) , 
) où o(7) 


Ê I ; 
| tend vers 9 et où p'(r)(1—r)log—— tend vers zéro lorsque r tend vers 1 pik 


| plus stricte, par exemple celle de M. Valiron (* »[uG)= ( (sea! 


| Wiccan 


{ On met ainsi en évidence des cercles de remplissage d'équations s—2,|< = 
f : ; k 


| si correspond la « multiplicité » n, avec 


te VUE), 
P(r) 


SS 


n> K* 
| 
| p(r) étant une fonction assujettie à la seule condition 1<{p°(r)<K*(1—r)U (r). 


| Si vo=(——)" est une régularisante de Valiron de T(r), la fonction S(r) 


D. fine 


if 
| 


| (1) La fonction w(r) de la note finale doit maintenant satisfaire à la relation 


| 


UNS) _ 
rst u(r) 
(2) Cf., par exemple, H. Mittoux, Sur la théorie des fonctions. .., loc. cit., § 107 et 108. 


: ) De plus, on sait que S(r) et T(r) sont du même type eset; moyen ou minimum) et de 


| la même classe (divergente ou convergente). 
| (*) Les conditions de régularité que nous indiquons ici se ramènent à celles du paragraphe 15 si 


| I 
Pon prend comme variable au lieu de r. 
Ir 


# 
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: + I HAUT ee nee ; 
présente une régularisante Ur (—) qui reste supérieure à 
log @ 
1+ Or) + —— 


Nr 
A Nr 072) = \ i=? 
Kas poe Te 


car 
10 fi ee 
Cait ook 
2° o(r) + ne tend vers p; 
le 
30 Eye seal (= Pr) log —— tend vers zéro. 
dites” 


La dernière propriété entraine donc 


DES we ¥ (re), 


P*(TE) 


En particulier, il existe une famille de cercles de remplissage d’équations 


PEL OUEST ou D ee 
Vr, Vo Er 


on met aussi en évidence une famille de cercles de remplissage ayant la « mul- 
tiplicité » n, avec | 


nx> (rx) (1 — rx) Ure) ou Ope aay (TE). 


26. Généralisation des propriétés précédentes. — On peut répéter ici mot pour 
mot le paragraphe 16. 


27. Fonctions d'ordre infini. — Les résultats précédents s’appliquent si l’on 
prend pour U(r) une régularisante au sens large de S(r). 


1 


a ” . ” . Fa x7} » . . 
On démontre aisément que, si V(r) = ( | est une régularisante de Valiron du 
i—r, 


: ; ‘ TES ih re : 5 . . 2 
Ge) Le est-à-dire si lim tr) —1etsio(r) est croissante |, il existe une régularisante (au 


V(r) 
: ‘Ts : I \t+o,7) 
sens large) de S(r) qui reste supérieure a c(r) (; 7 . Le théorème essentiel du 


paragraphe 25 entraine donc 


ie g( re) VO) 
P°(re) 


Ce résultat peut être amélioré si l’on utilise une régularisante de Valiron 


UG =)" de S(r). En choisissant R tel que a > = etr étant défini 
a 


7; = € °, on arrive aussitôt (CF. Remarque I, § 22) à la relation 


nr Bd EE! DE DE 


P(r) L: se Glad 


O( rr) 


fe 
par 
ae 
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Si p(r) croit assez lentement, on a donc 


tandis que, si p(r) croit assez vite, ona 


Aes nee Get), 
PTE) 


Par conséquent, il existe une famille de cercles de remplissage ayant pour 
équation 
LAC) A= re) 


<6 = = — . 
Votre) Ure) 
: eut A6 : : ene À 
SV) = ane ) est une régularisante de Valiron de T(r), on ne peut pas affirmer 


/ 


qu'il existe (au mème sens) une régularisante U(r) de S(r) qui reste supérieure à 


1+O(r 
g(r') (- = =) . Mais on peut affirmer qu'il existe une fonction U(r) pour laquelle la 


condition de croissance régulière s'exprime par 


ae = (=a) 


FE su ; t . 1 1+0\7") nd 
car celte inégalité est satisfaite par la fonction o(r) (—) elle-même. 
1—/r 
On parvient ainsi à ; 
o(re) V(r) 


pre) |: + oe 


(rx) 


2 


HR k* 


a partir de quoi on montre, entre autres, l’existence d’une famille de cercles de remplissage 


ayant pour équations ; 
Ne) 


a (rx) VV (re) 


28. Conclusion. — Nous avons appliqué la même méthode aux fonctions 
méromorphes dans tout le plan fini et aux fonctions méromorphes dans un 
cercle. On peut étudier de même une fonction 1» = f(z) méromorphe dans un 
domaine D quelconque (un angle par exemple), en supposant connue l'aire S(r) 
décrite par les valeurs de la fonction lorsque z décrit un domaine D, intérieur 
à D, qui s’accroit avec r et qui tend vers D lorsque le paramètre r tend vers une 
limite r,. On fera un pavage convenable du domaine D et l’on définira ce qu'on 
entend par « famille de cercles de remplissage » dans ce domaine. 


SUR LES 


EQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DE PREMIER ORDRE 


CONSIDÉRÉES COMME DES ÉQUATIONS DE CONTACT 


BT, BN PARTICULIER, 


SUR L’INTÉGRATION DES EQUATIONS SEMI-LINEAIRES 


Par M. Ernest VESSIOT. 


Introduction et résumé. 


1. Soient x,, ..., æ,.,, les coordonnées du point courant d’un espace & 
) a(n-+ 1) dimensions. L’élément de contact engendré par les éléments linéaires, 
à issus de ce point, qui satisfont a une équation de Pfaff, 


Pi day... Pry 4tn44= 0, 


| à coefficients donnés, aura pour coordonnées æ,, ..., x,,, et Py, ..., Dis, ces 
! dernières étant des conrdonnées homogènes. Toute équation ; 


c (E) D(x, Ce ) An+15 Pry Pr: eel eg Pn+1 == © 


| liant ces coordonnées, et homogène par rapport aux p;, sera dite une équation 
ode contact; et toute multiplicité ponctuelle de & telle que les coordonnées de 
“ses o” éléments de contact soient des solutions de cette équation E en sera dite 
une intégrale. Intégrer E, ce sera en trouyer toutes les intégrales, à un nombre 
§ quelconque de dimensions. 
Ly Le problème d'intégration ainsi posé ne diffère pas essentiellement de celui 
+ de l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre à une 
! fonction inconnue de n variables indépendantes, envisagé sous l'aspect général 
i que Sophus Lie lui a donné en introduisant la notion des intégrales à un 
« nombre quelconque de dimensions; et les équations de contact jouent, au fond, 
le même rôle analytique que les équations homogènes aux dérivées partielles, 
1 systématiquement employées par Sophus Lie, qui s’en déduisent quand on y 


considére les p; comme les dérivées partielles te d’une fonction indéter- 
a 


Hminée f(2,, ..-) Pav): L'introduction des équations de contact nous parait 
Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 4. É 27 
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cependant avoir l’avantage de poser d’emblée la question sous une forme 
géométrique et entièrement générale. 


2. Bien que les intégrales des équations de contact E de l’espace & aient, 
quel que soit leur nombre de dimensions, même définition, celles qui en ont 
moins de » n’en présentent pas moins un caractère particulier. Tandis que 
l'existence d’intégrales à n dimensions est, pour toute équation E, un fait 
constant bien étudié, celle d’intégrales à un nombre donné s de dimensions, 
inférieur à », est une exception; et le calcul de ces dernières, quand il y en a, 
comporte des intégrations d'une nature spéciale. La première partie de ce 
travail est consacré à ce problème d’existence et d'intégration qui m'a paru 
n'avoir guère été abordé. 

Sophus Lie avait seulement indiqué que les équations aux dérivées partielles 
du premier ordre 
CE) ING soon oy ER (My, Anno) =O (p= =): 

Ti 

qui admettent une intégrale complète à moins de n dimensions constituent des 
catégories spéciales ('), et donné le nom de semi-linéaires à celles pour 
lesquelles ce nombre de dimensions s est supérieur à 1, parce que les équations 
linéaires étaient celles pour lesquelles il est égal a1. Il avait, de plus, remarqué, 
incidemment, qu’une équation E’ semi-linéaire définit, dans l’espace (p,,...,p,), 
(a, ..., æ,, = étant considérés comme des constantes paramétriques), une 
surface réglée, c’est-à-dire engendrée par des multiplicités linéaires. 

Je considère, de même, toute équation de contact E comme représentée par 
la surface image ® qu'elle définit quand on y interprète les p; comme des 
coordonnées homogènes d’un espace projectif auxiliaire II à n dimensions, et 
les x, comme des constantes paramétriques. Toute multiplicité IN, de 6, 


as dimensions (1< s<n), admet des systèmes de s transformations infini- 
tésimales (?) 


Ch) Pi prt sens, vee) Eng) Ps+s (OT, 2 28,15 R31), 0 ook, SN S = EEE 


et c'est une intégrale de E si la droite: à (7 — 1) dimensions A,.,, définie dans II 
par les équations P, =o (h=1, 2, ..., 5), se trouve sur ® quand on y suppose 


que le point paramétrique (æ,, ..., x,.,) de & se trouve sur cette multi- 
plicité M. 


(1) Ces catégories sont invariantes vis-à-vis des transformations ponctuelles de l'espace 


(Li, ..-, En, 2), Mais non vis-à-vis des transformations de contact. 
(*) Nous écrivons les symboles de ces transformations avec les lettres Pt, en remplaçant par 
of 


celles-ci les dérivées = - 


OT; 
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De la une méthode de recherche des intégrales à s dimensions de toute 
équation de contact E donnée qui consiste : 1° à chercher, sous la forme 


(1) o = Pr pr+: pit, net NO Sly Be Pa Rp. Be r+s=n-+1) 


les droites A,_, éventuellement situées sur l’image ® de E, ce qui est un 
problème algébrique; 2° à décider, pour chaque droite trouvée, s’il existe des 
multiplicités IN, admettant les transformations infinitésimales P, correspon- 
dantes, et à les trouver, s’il yena. 

Si l’on a affaire à une droite A,_, isolée, ce second problème se résout com- 
plètement en employant la méthode donnée par Sophus Lie pour trouver toutes 
les multiplicités qui admettent des transformations infinitésimales connues, et 
la solution ne comporte que des dérivations, des éliminations, et des intégra- 
tions d'équations différentielles ordinaires. 

Si, au contraire, on a affaire à une famille continue de x“ droites A,_,, les 
équations générales de celle-ci seront de la forme 


Bhs 0. ga proies Las its ces Pod Dore (OR CR Tant, LC Pis), 


les y,, étant les paramètres dont dépend la multiplicité générale de la famille. 
Et le problème se présente comme une application de ma théorie des faisceaux 
de transformations infinitésimales ('), car il équivaut à chercher les intégrales 
as dimensions du faisceau # qui a pour base les transformations 


. ai of 
(3) X, (RE=T 2, sers js On 


(ANNE, PT), 


de l’espace (æ,, ...,æu.1, Ya, «++» Ya). Ce faisceau & est d'une nature très géné- 
rale, car on peut prendre les {,,, arbitrairement, sous la seule réserve qu’on 


{ aita<s; et l’on peut ramener à la forme (3) [où les X, sont de la forme (2)], 
| tout faisceau de degré (s+a), (as), qui a un sous-faisceau complet de 


degré a. 

On ne peut donc pas, comme dans le cas des droites A, , de ® isolées, 
faire une étude théorique complète du problème d'intégration en question. Je 
me suis borné à indiquer dans quelles conditions la théorie des faisceaux de 
transformations infinitésimales devait lui être appliquée, en ce qui concerne du 
moins les intégrales non singulières. 


3. La deuxième partie du mémoire a pour objet les propriétés communes 

aux intégrales complètes d'une équation de contact, quel que soit leur nombres 
LE : ‘ à à 

de dimensions, c’est-à-dire aux familles de x” intégrales, à un même nombre 
eee ye ees PNA IQ Te POP OPS Eien ee R TE On 


(1) Sur une théorie nouvelle des problèmes généraux d'intégration (Bulletin de lu Société Mathé- 
matique de France, 1. 52, 1924, p. 336). 
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de dimensions. Je les déduis de ce fait que si les équations 


(4) GERS EE RTE TT A) AC VE TONNES =) 


sont, avec les constantes paramétriques y,,, (M1, 2, ..., n), celles d’une 
intégrale complète quelconque G, elles constituent, concurremment avec 
l'équation 

( 5) Vn+1 = Tn+19 


le système des équations directrices d’une transformation de contact, 
[établie entre les éléments de contact des deux espaces (æ,, ..., nis) 
et (Yi, ..., Yu )], par laquelle léquation de contact E considérée se ramène 
à la forme réduite p,., — 0. La réciproque étant vraie, les transformations de 
contact T de l’espace &, laissant la variable +,., invariante, qui ramènent E à 
cette forme réduite (transformations réductrices), sont un équivalent des inté- 
grales complètes. Par ailleurs, les propriétés de la réduite p,., — 0, relatives à 
son intégration sont manifestes; et celles qui concernent ses caractéristiques 
résultent des propriétés élémentaires des multiplicités cylindriques. La connais- 
sance d’une intégrale complète, à un nombre quelconque de dimensions, 
entraine donc l'intégration d’une équation de contact quelconque, et fournit 
ses caractéristiques. Le même principe de transformation, appliqué au crochet 
(Pass J), fournit, de plus, les équations différentielles des bandes caractéris- 
tiques de toute équation de contact donnée. 


4. Je dis, pour abréger, qu'une équation de contact E est semu-linéaire 
d'espèce (s—1) si elle a au moins une intégrale complète as dimensions, et 
qu’elle l’est au sens strict si cette intégrale complète est prinutive, c’est-à-dire si 
les intégrales particulières qui la composent ne sont pas engendrées par des 
multiplicités faisant partie d'une autre intégrale complète à un nombre moindre 
de dimensions. Dans la troisième et dernière partie du Mémoire, j’aborde le 
problème qui consiste à reconnaitre si une équation E donnée est semi-linéaire 
d'espèce (s—1), (au sens strict), et à trouver, dans l’affirmative, toutes ses 
intégrales complètes à s dimensions. 

D'après les généralités des deux premières parties, l'équation E devra être 
telle que sa surface image ® soit engendrée par æ‘-' droites à (n—s) dimen- 

ions; et ces génératrices ayant pour équations les équations (2), où a aura la 
valeur (s— 1), il s'agira de reconnaitre si le faisceau 
a rash xy deg 
Oy, OY 5-1 
a des intégrales complètes à s dimensions, et de les trouver s’il y en a. 

On à ainsi affaire, en fait, à tous les faisceaux à (n + s) variables, de degré 

(2$— 1), qui ont un sous-faisceau complet de degré (s — 1); et même, dans le 
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cas s = 2, à tous les faisceaux de degré 3. Aussi avons-nous dû nous borner à 
établir quelques résultats généraux et à faire une étude de détail des cas les 
plus abordables, s — 2 ets —3. 


Dans l’une ct l’autre recherches nous avons traité plus spécialement le cas des 
équations E a coefficients constants, c’est-à-dire dans lesquelles les 
variables x,, ..., æ,., ne figurent pas. Il en résulte cette simplification que le 
sous-faisceau F = {X,, ...., X,lvest toujours, pour elles, un faisceau complet, 
de sorte qu’il suffit que la surface image ® soit réglée (au sens que nous avons 
précisé), pour que l'équation E soit semi-linéaire. 

La méthode employée repose sur la recherche des involutions, de degré s, 
de #, qui est un problème algébrique du premier degré. Pour les équations E 
semi-linéaires générales, il y en a une et une seule, qui devra étre un faisceau 
complet. Elles n'ont, par suite, qu’une intégrale complète à s dimensions, qui 
s'obtient par l'intégration d’un système complet d'équations linéaires homogènes 
aux dérivées partielles du premier ordre : opération d'une nature analogue à 
l'intégration d’une équation E linéaire. 

Les faisceaux #, qui ont plus d'une involution de degré s, et qui en ont, dès 
lors, une infinité, se partagent en deux catégories, suivant qu’ils ont, ou non, 
une transformation distinguéc. Ils ne peuvent pas, du reste, en avoir plus 
d’une, si l’on ne considère pas comme distinctes deux transformations distin- 
guées qui ont le même symbole, à un facteur près. S'ils en ont une, elle fait 
partie de toutes les involutions de degré s éventuelles, de sorte que toute inté- 
grale complète de E, à s dimensions, est engendrée par des caractéristiques de 
Cauchy à une dimension. A cette première catégorie appartiennent tous les 
faisceaux Æ dont le dérivé est de degré 25 (ce qui est le cas, en particulier, 
pour s — 2). Leur intégration relève alors d'une théorie que j'ai donnée il y a 
quelques années (') et ne comporte que l’intégration d'équations différentielles 
ordinaires. 

Pour s — 2, # est du degré 5. S'il y a une transformation distinguée, et si son 
dérivé est du degré 7, on peut en ramener l'intégration à celle d’un faisceau de 
degré 4, à dérivé de degré 6, et appliquer les résultats d’un autre de mes 
mémoires (*) : le faisceau a alors deux faisceaux singuliers, ou un seul 
(double), qui fournissent chacun une génération de ses intégrales à s dimen- 
sions par des caractéristiques de Monge à deux dimensions. Si, en particulier, 

= 7, l'intégration se ramène à celle d’une équation aux dérivées partielles du 
Second ordre F(a, y, 5, p, 7,7, 5, t) = 0. 

On peut démontrer, d'autre part, directement, que, sous ces mêmes hypo- 
thèses (transformation distinguée, s = 3, coefficients constants), le problème 


() Annales de l'École Normale supérieure, (3), L. 45, 1928, p. 189. 
(2) Journal de Mathématiques, 1. 15, 1936 (voir § 1, p. 303). 
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a une solution générale explicite, dépendant de deux fonctions arbitraires d'un 
argument, qui s'exprime par des quadratures. 

En ce qui concerne les faisceaux # sans transformation distinguée, je me 
suis limité aux cas s— 2 ets — 3, et je n'ai traité le second complètement que 
pour les équations E à coefficients constants. II y a alors des caractéristiques 
de Cauchy à 2 dimensions, et le problème a une solution générale explicite qui 
dépend d’une fonction arbitraire d’un argument. 

Des exemples, traités jusqu'à intégration définitive, terminent le Mémoire. 


Villefranche-sur-Mer, 24 novembre 1942. 


. 


I. — Des équations de contact et de leurs intégrales. 


|. Soient x(i=1, 2,...,n-+1) les coordonnées du point courant x d’un 
espace ponctuel & à (n-+1) dimensions (n22). Tout déplacement infini- 
tésimal dx de x définit un élément linéaire de &, ayant x pour origine et les dz; 
pour composantes. Ceux de ces éléments qui satisfont à une équation de 


Pfaff (*), 


(1) Pade 10 (A= Aen 


de coefficients p; donnés, engendrent un élément de contact de &, dont les x; et 
les p; sont les coordonnées : x en est l’origine, et les p; sont ses coordonnées 
d'orientation (homogènes). 

Soit M une multiplicité ponctuelle de &. Si x est pris sur M et se déplace 
sur elle, ses déplacements dx donnent les éléments linéaires de M, d’origine x. 
S'ils satisfont tous à (1), l'élément de contact de & qui a pour coordonnées 
les æ; et les p; est un élément de contact de M. Toute multiplicité M de & a 
ainsi x" éléments de contact, quel que soit son nombre de dimensions. 

Nous appellerons équation de contact de l’espace & toute équation E, 


(E) D'ART oases 


entre les coordonnées x; et p; de l'élément de contact courant de & (homogène 
par rapport aux p;). Les x?" éléments de contact qui y satisfont seront dits les 
éléments de contact de cette équation. Youte multiplicité I dont les éléments 


de contact appartiendront ainsi à E en sera dite une intégrale. Intégrer E, ce 
; à c 
sera en trouver les intégrales. 
Soient 


(2) SEO RG Lae dar) (AS a Pe pe toes aa ee 


(1) Conformément à la notation usitée pour les sommations dans le calcul vectoriel, et dont nous 
a=n+1 


ferons constamment usage, cette équation (1) signifie > Pa day, = 0. 


x=1 
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les. équations d'une multiplicité ponctuelle M, de &, à s dimensions, 
— (1Ss<n) —, supposées résolubles, au moins dans un ie iy: & convéna- 
blement délimité, par rapport à r—n+1— 5 des æ;. Les éléments linéaires 
de M, seront définis par les équations 


Vf. 
(9) ne St dr (RE ON a oe) SS TAS Oh tr), 


G 


de sorte que l'équation de Pfaff (1) donnera, pour les coordonnées d’orien- 
tation p; de ses éléments de contact, les équations 


In = p,—=0 Ayer tt ES, Fey eye gee ==1,19, > Ss). 
(4) Pas a , (2 Ba sesh G0) 20) 


La condition pour que cette multiplicité M, soit une intégrale d’une équation 
de contact E donnée sera donc que E soit, relativement aux p;, sur A, 
[c'est-à-dire sous le bénéfice des équations (2) de OM, ], une conséquence 
(au sens algébrique du mot), de ces équations (4); ou, en d’autres termes, 
que (4) soit, sur 9, un sous-systéme (*) de E(en Be tke > Dar) 


Supposons d'abord s =n. Le système (2) se réduit alors à une équation 
(5) Ties ima i (Fey 35 Ta 
et le système (4) s’écrit 


Mf 
(6) Prwr pa ete CT ER on): 
A 


La condition pour qu’une surface S soit une intégrale de E est, par suite. que 


‘la coordonnée x, ,, considérée sur S comme une fonction des autres coor- 


données x,, ..., æ,, soit une solution de l'équation aux dérivées partielles du 
premier ordre 

‘ 4 Dre 1 Onis 1 
(7) œ( setts Dns l'ny1) Or, bint OME) On; Cat ON a 


D'où il résulte inversement que toute équation aux dérivées partielles du 
premier ordre, 


(8) 1 ; y Oar Fe Oia, s) i 
PY Pia AEE Se PAN ed = 
' 1) n n dr. On, , 


, dans l'espace &, les mêmes surfaces intégrales que l'équation de contact 


5 . i Pn — 
(9) 9 CAR sey Ln Trot CRAQUE MS Er ines 210; 
Pr Pn+1 


(1) Set S’ étant deux systèmes d'équations aux mêmes inconnues, nous disons que S’ est un sous- 
système de S, au sens large, si toute solution de S’ est une solution de T, et, au sens strict, si, de 
plus, les solutions de S ne sont pas toutes des solutions de Se 
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à l'exception toutefois des intégrales cylindriques, 

(10) Ff (Ban «23 Bn) =O, 

que celle-ci pourrait avoir après des simplifications qui permettraient d'y 


faire p,+1 — 0: 


3. On obtient entre les équations de contact et les équations aux dérivées 
partielles du premier ordre une relation de forme plus simple, et dans laquelle 
tous les a; jouent le même rôle, quand on exprime qu'une équation non 


résolue, 
(Gun) HEC 10, 


définit une surface intégrale de E. Les éléments linéaires d’une surface S ainsi 
représentée étant donnés par 


of 


dr 


(12) C= ON en CE dis 


x 


les coordonnées d’orientation de ses éléments de contact sont 


€ ; 
9 nl 
19 9 HO) (LES OPA ES rent ls 
) pi Ox, , 


puisque (1) doit étre pour elles une conséquence de (12); de sorte que la 
condition cherchée est que l’équation 


+ i Of i 
(11) DC SR ONCE TE eee aun) =n 


soit veriliée sur S, c’est-à-dire qu'elle soit une conséquence de (11). 
L'équation aux dérivées partielles (14) qui s’introduit ainsi se déduit de E 
of 


simplement en y remplacant les p; par les dérivées partielles 57, d'une fonction 
Ti 


indéterminée / des variables x. On la dira associée à E. Par cette correspon- 
dance biunivoque se trouvent ainsi associées aux diverses équations de 
contact E de l'espace & toutes les équations aux dérivées partielles du premier 
ordre, à une fonction inconnue f des (n +1) variables indépendantes æ;, qui 
ne contiennent pas / et sont homogènes par rapport à ses dérivées. 

On pourra même représenter l'équation homogène aux dérivées partielles, 
associée à une équation de contact E, par cette équation E elle-même, en 
y interprétant les lettres p; (conformément à une notation courante de 
Sophus-Lie), non plus comme coordonnées d'orientation d'un élément de 


contact de &, mais comme dérivées partielles of d’une fonction indéterminée f 
des coordonnées x; de cet espace. 
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Remarquons, par ailleurs, que si f est une intégrale de l'équation (14), 
associée à E, les x' surfaces définies par l'équation 


(15) neo tn al C (c= const. ards). 


séront des intégrales de E. L'équation homogène aux dérivées partielles 
associée à une équation de contact se trouve définie, de ce fait, comme donnant 
par ses solutions /, sous la forme (15), les familles de x' surfaces intégrales 
de cette équation de contact. 


4. Supposons maintenant qu'il s'agisse de trouver, non plus les surfaces 
intégrales S d'une équation de contact E donnée, mais ses multiplicités inté- 
grales ON,, à un nombre donné de dimensions quelconque s, inférieur à ». 
D'après la conclusion du n° 1, ce problème pourra se décomposer en deux : 


a. Trouver les systèmes de fonctions 
STEP EE 7 RO RSR ly Dy US 1), 


tels que les équations 


(17) Pht Schlss: = 0 (OSSD Ee se) sD gO B'S), 


} forment, relativement aux p;, un sous-systéme de E, soit pour toute position du 
point paramétrique x (solutions générales), soit seulement pour les points x 
| de certaines multiplicités paramctriques © (solutions spéciales). 


b. Pour chaque solution (16) du problème a, trouver les multiplicités inte- 
grales (2) du système différentiel 


(18) Sen CT ae Men ive! KER A et ep a kee RPDS 
s'il s’agit d’une solution générale; et, s’il s’agit d’une solution spéciale, celles 
| du système mixte formé des équations (18) et de celles de la multiplicité para- 
métrique & afférente à cette solution. 

Le probleme a est de nature algébrique. On écrira que l'équation 


Go) Das, Durs — Zoxfange nee — Spe Parpr Peau evry Pa) Z=0 (PT, % Sr), 


Beest, en Prisy «++» Paris UNE identité. Ce qui donnera un système Z d'équations 
i finies, aux inconnues 24, où les 2; interviendront comme des constantes para- 
métriques, et dont on aura à chercher les solutions (16). Les solutions spéciales 
| seront susceptibles d’une infinité de formes (16), équivalentes entre elles sous 
| le bénéfice des équations des multiplicités paramétriques & qui leur seront 
afférentes. 

| Le problème 6 est un problème de calcul intégral, que l'on peut rattacher 
| à la théorie des transformations infinitésimales. Dire, en effet. qu'une 
Ann. Ee. Norm., (3), LIX. — Fasc. 4. 28 
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multiplicité ,, définie par les équations (2), satisfait à un système (18), où 
les =,, sont certaines fonctions (16), c'est dire que les équations 
Of 


(20) 7 Uy ye EE ho PSI 
OX), 


sont vérifiées sur cette multiplicité; et cela exprime qu’elle admet les s transfor- 
mations infinitésimales 


(21) Py= Phat SonPskp (O1, 2) +20) 75 PS OS erat) (n= neal 


Le problème 6 consistera donc à chercher les entégrales totales des faisceaux F 
de transformations infinitésimales (') ayant pour bases P,, ..., P,, les systèmes 
de s transformations du type (21) dont les symboles seront les premiers 
membres des sous-systèmes (17) de E que la résolution du problème a aura 
donnés. Si F provient ainsi d’une solution générale du problème a, on devra 
chercher toutes ses intégrales totales; mais s'il provient d'une solution spéciale 
du problème a, seules seront acceptables celles de ses intégrales totales qui 
seront situées sur la multiplicité paramétrique & afférente à cette solution. 

On remarquera qu'il résulte de là que, parmi les solutions spéciales 
éventuelles du problème a, on ne devra prendre en considération que celles 
pour lesquelles la multiplicité afférente & aura au moins s dimensions. 


». Nous donnerons au problème a une signification géométrique en inter- 
prétant les lettres p; comme des coordonnées homogènes dans un espace 
ponctuel projectif auxiliaire Il, à x dimensions. L’équation E aura pour image, 
dans cet espace, une multiplicité D, courbe si n — 2, surface si n > 2, qui 
dépendra du point paramétrique æ de &. Les équations (17) seront, avec des | 
coefficients z,, arbitraires, les équations générales des droites A,_, — c’est- 


(!) Foir, pour la théorie des faisceaux de transformations infinilésimales, mon Mémoire Sur une 
théorie nouvelle des problèmes généraux d'intégration (Bulletin de la Société Mathématique de 


France, |. 52, 1924, p. 336), auquel je renverrai, dans ce qui suit, en le désignant par la lettre M; 


re ; y À ; : ee : of 
Je rappelle ici qu’étant données ve transformations infinitésimales, Nera ras at ay 20 
OP, 
(4=1, 2, ..., 1), (h =1, 2, ..., m), supposes divergentes — c'est-à-dire ne donnant lieu à aucune 


Identité Ay (ri, oy ty) Ny = Ol = 1, 2, ..., 7) — l'ensemble des transformations X = yer, ey tn) Xp, 
(y =1, 9%, .., m), pour lous les systèmes de fonctions Ay, constitue, par définition, un fuis- 
cea de transformations infinitésimales, de degré m, ayant pour base Ny, ..., Nin, el pour s) mobole 
Ni, Nav js Une multiplicité OR (à s dimensions), sera dile une /ntégrule de ce faisceau, si elle 
admet s transformations, divergentes du faisceau. Nous dirons, de plus, qu’elle en est une intégrale 
totale, sis =m, e'està-dire si elle admet toutes les transformations du faisceau. 

En ce qui concerne la notion même de transformation infinitésimale, et les principes de la théorie À 
de ces transformations, nous n’aurons à utiliser que les notions élémentaires contenues dans les À 
premiers chapitres de la Theorie der Transformations Gruppen, de Sophus Lie et Fricdrieh Engel, 
el, plus particulièrement dans celui qui est consacré à la recherche des multiplicités qui admettent 
des transformations infinitésimales données. 
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a-dire des multiplicités linéaires à (7— 1) dimensions — de l'espace IT. Toute 
solution du système Z aura, par suite, pour wage, dans II, une droite A, , 
située sur D, qui sera dite générale, ou spéciale, dans les mêmes conditions que 
cette solution. 

Le problème a consistera done à chercher les droites 4, de la surface D. 
Ces droites pourront être isolées, ou former des familles continues, suivant 
que le système Z sera déterminé ou indétermineé; et, dans chacune de ces deux 
hypothèses, elles pourront être générales, ou spéciales. Nous aurons donc, 
pour l'étude du problème 6, à distinguer les quatre cas suivants : 


A. Cas d'une droite À,, isolée, existant sur D quel que soit x; 

B. Cas d'une droite À,_,, isolée, n'existant sur ® que si x appartient à une 
certaine multiplicité Paramétrique 5: 

C. Cas d'une famille continue (A,_,) de droites A, , existant sur ® quel que 
Boil T: 

D. Cas d'une famille continue (A, ,) de droites A, ,, n’existant sur ® que 
si æ appartient à une certaine multiplicité paramétrique ©. 


6. Les cas C et D ne pourront se présenter que pour s => 1. Placons-nous, 
en effet, dans l'hypothèse s =r, qui entraine, par ailleurs, cette simplification 
que les P, se réduisent à un, de sorte que l’on aura affaire, non à des faisceaux 
de transformations infinitésimales, mais à des transformations infinitésimales 
isolées. 

Pour s=1, on ar—n, de sorte que toute droite 4,_, située sur ®, avant, 
comme ®, (nm —1) dimensions, ne pourra que se confondre avec ®, ou être un 
élément d’une décomposition de D. Or ® peut être supposée indécomposable 
tant que x est arbitraire; et si elle se décompose pour des positions parti- 
culières de æ, ce sera en multiplicités isolées les unes des autres: de sorte que 
si l’un des éléments de cette décomposition est une droite 4,_,. elle sera isolée. 


Cas A, (s=1). — d étant confondue avec une multiplicité linéaire à 
(n — 1) dimensions, est une droite : c'est dire que E est une équation linéaire 


(22) Dit Gul hin 22 Laat) Py = 0 (SRE GA a as, ET 

et ses intégrales JM, sont les trajectoires de la transformation infinitésimale 
(23) P= pit Ovpvit (p= Dey oes aes 

Le système (18) est, du reste, ici, le système 


(24) ds 0) OMENS RER 


OED 


dont les intégrales sont bien les trajectoires de P,. Ce sont, en d’autres termes, 
les caractéristiques de l'équation (22). De sorte que toute équation E linéaire 
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a des intégrales à une dimension, qui sont les caractéristiques de l'équation 
aux dérivées partielles associées : ce qui est bien connu. 


Cas B, (s =1). ++ On suppose que, pour tout point a d’une certaine multi- 
plicité & de &, ® contient une droite A,_, : 


(25) Pit Uy (2. sey Lanai) ee OD (Ora ere ee aN 1 ONE 
et il s’agit de trouver les trajectoires de la transformation infinitésimale 


(26) P=pit Wp (SS Ty Ds a5 4 HON 


ES 


qui se trouvent sur &. Une telle trajectoire admettra la transformation P et 
satisfera aux équations (e) de a; elle satisfera donc aussi aux équations (¢’) 
qu'on déduira de celles-ci en appliquant P aux deux membres. Si ces équa- 
tions (e’) sont des conséquences des équations (e), & admet elle-même Petest 
engendrée par les trajectoires cherchées. Si elles sont incompatibles avec les 
équations (e), le problème est impossible. Reste le cas où (e’) et (e), réunies, 
sont les équations d’une multiplicité &, : on est alors ramené à chercher les 
trajectoires de P situées sur &,. On appliquera done P aux équations (e,) 
de w,; et ainsi de suite. Comme ow, a un nombre de dimensions inférieur à 
celui de &, on arrivera, au bout d’un nombre limité d'opérations, soit à une 
multiplicité &, que P laissera invariante, et dont il restera à trouver les trajec- 
toires de P qui l’engendreront, soit à une impossibilité. 

Quant à la détermination des trajectoires d’une transformation (26) situées 
sur une multiplicité invariante y, elle se fait en adjoignant aux équations de , 


(27) SG to Cr) (Ua IG Pe ER EEE) 
celles des trajectoires de la transformation, de l’espace (æ,, ..., æ,), 
(28) Pye Pie alt re PR EU ce oy Pees (EST, 2, 2 PS) 


qui pourront s’écrire sous la forme 
(29) LÉ) Sq (KS oy ipa 


les I, étant des invariants fondamentaux de P, et les c, des constantes arbi- 
| traires. Ces equations (29) seront résolubles en æ,, ..., x,, P, étant résolue 


of 


par rapport ap, = =: 


7. Cas A, (s>1). — Soient 


ee ' ae 
(80) pat Yenlan, ves Unt) Pare 0 (0 S152) agp Pj 21,0, Spo = nr 


les équations d’une droite A,_,, isolée, de ®, existant quel que soit æ. Il s'agit 
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de trouver les intégrales totales M, du faisceau F qui a pour base les transfor- 
mations 


(31) Pa= pat VonPsre (Peet Pes. 3.5, PY Gere is, 3), 


en excluant celles dont les équations ne seraient pas résolubles sous la 
forme (2), c’est-a-dire sur lesquelles les coordonnées æ,, ..., x, ne seraient 
pas des variables indépendantes. Considérons, à cet effet, les crochets 


PE CP Rey (Wish Peer) pes (DE oye Cee PSs ae Lo 

où les L,,; sont les fonctions 

(33) Vani Pad Piven RES 15092 TAPERS Tees Si. 

Siles équations 

ee lt lei) =O CR PO Mee Uy EE Oy osc BE CT), 


sont des identités, le faisceau F est complet ('), et il a, d’après un théorème 
de Sophus Lie, æ’ intégrales totales, à savoir les caractéristiques du système 


complet (30). Leurs équations générales seront de la forme 
(35) ice than oe Cae) = CRD reas 7s) 


les J, étant des invariants fondamentaux de F, ou, en d’autres termes, un 
système fondamental de solutions du système complet (30). Elles seront 
résolubles en æ,.,, ...,æ,,,, parce que les P, sont résolues en p,, ..., p,. Le 
faisceau F n’aura pas d’autres intégrales totales. 


8. St F n'est pas complet, les équations (34) ne sont pas toutes des identités. 
Or toute intégrale totale de F, admettant les P,, admet aussi les transformations 
crochets (32). Mais, en écrivant que la multiplicité (2) admet ces transfor- 
mations, on trouve que tous les Ÿ,,; doivent être nuls sur elle. Donc F ne 
pourra avoir d’intégrale totale que si les équations (34) définissent une multi- 
plicité d, sur laquelle toute intégrale totale de F devra se trouver, et qui, par 
suite, devra avoir au moins s dimensions. Supposons qu'il en soit ainsi : nous 
pourrons supposer Ÿ indécomposable, sans quoi nous raisonnerions sur chacun 
de ses éléments de décomposition comme nous allons le faire sur elle. 

Si | est 4s dimensions, toute intégrale totale de F, ayant s dimensions aussi 
et devant faire partie de 4, se confondra avec 4. Si donc 4 admet les P,, ce sera 
une intégrale totale de F, et il n’y en aura pas d’autre; et si Ÿ n’admet pas tous 
les P,, F n’aura pas d’intégrale totale. 

Si | a plus de s dimensions, remarquons que toute intégrale totale de F, 
satisfaisant aux équations (e) de | et admettant les P,, satisfera aussi aux 


oo 


(:) Voir M, n° 2, p. 345. 
15% 
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équations (e’) que l’on déduira des équations (e) en leur appliquant les P,. Si 
donc ces équations (e’) ne sont pas toutes des conséquences des équations (e), 
c’est-à-dire si | n’est pas, pour F, une multiplicité invariante, l’ensemble des 
équations (e) et (e’) devra, pour que F puisse avoir des intégrales totales, 
définir une multiplicité 4,, ayant un nombre de dimensions, au moins égal 
as, qui sera inférieur à celui de 4. Et toute intégrale totale de F se trouvera 
sur cette nouvelle multiplicité ¥,. On pourra donc raisonner sur elle comme on 
a raisonné sur Ÿ, et ainsi de suite. Il en résulte qu’au bout d’un nombre limité 
d'opérations, ou bien l’on constatera que F n'a pas d’intégrales totales, ou bien 
l’on obtiendra une multiplicité 4, faisant partie. de Ÿ (qui pourra être  elle- 
même), que F laissera invariante, et qui contiendra toute intégrale totale de F. 
Soient, dans cette seconde hypothèse, 


(36) Dee DCR er LS CC p) CET EME pie) 


les équations de Ÿ,, dont le nombre p de dimensions sera supérieur as. Toute 
intégrale totale M, de F, du type (2), étant sur Ÿ,, se définira en adjoignant 
aux équations (36) g =p — s équations 


(37) eau Sey COOL) CASI Diy Bo cy 5 CPP = SP = (1) 


convenablement choisies. Le système (36) admettant, par hypothèse, les P,, 
on aura seulement à écrire que les équations obtenues en appliquant les P, aux 
deux membres des équations (37) seront des conséquences du système (36), 
(35). En introduisant, pour abréger, la notation 


(38) LF Cay. neg pp) Bas OS 2a, APS RS ED), 
cela équivaudra à écrire que les équations 


a Of 

(39) Fan, — Léman. 2 Pa) (Waar, OY ened? =a, ton 

sont des conséquences du système (37), c'est-à-dire que la multiplicité M", 
de l’espace &, de coordonnées x,, ..., x,, définie par (37), est une intégrale 
totale du faisceau F, de transformations infinitésimales de cet espace ayant 
pour base les transformations 


(Go) PE = pat YyH(a, …, œnu)]ps+y (X= 1, Bye. Yi AN, Bing S) YS ee 


Ce faisceau F,; dont on pourra dire qu’il s’obtient en projetant F sur 4, est 
complet, ainsi que nous allons le voir. La recherche de ses intégrales totales 2°? 
è : : 5 DRE : À = ‘ ; $ 
se fera donc comme on l’a indiqué, au n° 7, pour les intégrales totales M, de F, 
supposé complet. 


9. Pour vérifier que F, est complet, il faut établir les identités 


fi rue. 
(hi) bel = PET] (= T0 EE GO MERE Se sy, 
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Orona 


(42) PET bi] = [ Pal Yi] EN nl pelts © aay ue Ss 
et l'on a, d’autre part, 
/ bi | OY, Oy À à 
3 PA Uru] = ee mi mi 
5 il | Ox), | Dre ee er RÉ OTp+= 
pour 
ee MORT RAC aa Ml 0 2.0 CRT ES |). 


Comme, par ailleurs, l’invariance de 4, vis à-vis de F se traduit par les 
identités 


(44) [Pac [ty27a] PSNR, Os. RC ton U es) 
on conclut 
(45) Pb = [Pav] ERS Ree a Dit dcr). 


_On aura, de mème, 
(46) PT TP PRET Fairs rk bed ae ny Oe PR a 
et tout revient à vérifier que l’on a 
(47) [Pad] =[Pidn] LS EN GOO een Te S) 


ce qui résulte de ce que les équations (34) étant, par hypothèse, vérifiées 
sur, le sont aussi sur Ÿ,, qui fait partie de ¥. 


10. Cas B, (s > 1). — Nous supposons ici que les équations (30) sont celles 
d’une droite A,_, qui ne fera partie de ® que six appartient à une multiplicité o 
connue, et nous avons à chercher [n° 4]les intégrales totales du faisceau F, 
ayant pour base les transformations (31), qui se trouvent sur cette multiplicité 
paramétrique &. 

Introduisons, comme au n° 7, les crochets (32) et les équations (34). Il 
pourra arriver que celles-ci soient vérifiées en tout point de & : ce sera le cas, 
en particulier, si F est complet. Dans le cas contraire, toute M, répondant à la 
question devra, à la fois, satisfaire à ces équations et à celles de &. L'ensemble 
de ces deux systèmes d'équations devra donc, pour que notre problème soit 
possible, définir une multiplicité (qui fera partie de &), à s dimensions au 
moins, sur laquelle se trouvera toute IN, répondant à la question. On aura 
donc, dans tous les cas, à chercher les intégrales totales de F se trouvant sur 
une multiplicité & connue, en tous les points de laquelle les équations (34) 
seront vérifiées. 

On sera ainsi conduit à reprendre, sur F et cette multiplicité y, l'analyse des 
n* 7 et 8 relative au faisceau F qui y était considéré et à la multiplicité } 
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associée à ce faisceau. Si le problème actuel n’est pas impossible, ou bien yu. 
admettra les P,, ou bien on en pourra déduire, par l’application des P, à ses 
équations, répétée au besoin — mais un nombre de fois limité — une autre mul- 
tiplicité, située sur élle et admettant les P,, sur laquelle se trouvera toute ON, 
répondant à la question. Désignons par 4, cette multiplicité, ou la multiplicité u 
elle-même dans le cas où celle-ci admettrait déjà les P,; et reprenons, pour la 
définir, les équations (36). Toute intégrale totale de F située sur u,, se déter- 
minera par des équations (37), sauf dans le cas où u.,, étant as dimensions, se 
trouverait être une intégrale de F, et serait alors la seule solution. Cette hypo- 
thèse particulière écartée, les systèmes (37) répendant à la question seront 
ceux qui définiront les intégrales totales du faisceau F, obtenu en projetant F 
sur u, [n°8]. | 

La démonstration du n° 9 prouve — en y remplaçant J, par u, — que ce fais- 
ceau F, sera complet, puisque u, sera invariante vis-a-vis du faisceau F pré- 
sentement considéré, et que les équations (47) seront vérifiées, du fait que les 
équations (34) auront lieu sur u, et, par suite, sur u.,. 


14. Cas C, (s > 1). — Nous considérons maintenant une famille continue de 
droites A,_,, situées, quel que soit le point paramétrique +, sur l’image ® de 
l’équation de contact E donnée. Elle sera fournie par une solution du système Z 
du n° 4, 


AO ET OT A TON PER MP OC) Jr) (aieenrsal S20, 200$ DÉS TER 


dépendant d’un certain nombre, a, de paramètres y,,. Ses équations générales 
seront 


(49) Pre F-2Psiz—= 0 (ORS? SE 7 i= os SES 


et nous leur associerons les transformations infinitésimales 
(90) Np patois een Mapai Vie omy ie) Phen RTE D Ds OD 


Les paramètres y, (m—1, 2, ..., a), pourront s’éliminer entre les équations 
(49), et E sera l'équation, ou l’une des équations, entre les x; et les Pi résultant 
de cette élimination. 

Les diverses droites A,_, de la famille s’obtiendraient en remplacant les y,,, 
de toutes les mariiéres possibles, par des fonctions des x;. Chacune d’elles four- 
nira ainsi un système (18), et sur toute multiplicité IN, intégrale d'un tel sys- 
teme, les y,, deviendront certaines fonctions de æ,, ..., x. Pour résoudre ici 
le problème 4, il faudra trouver l'ensemble de toutes les multiplicités intégrales 
des systèmes ' 


(51) nn D TN CD) (hetsiet es nine ee SO 
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| obtenus en remplaçant les y,,, de toutes les manières possibles, par des fonc- 
| tions des seules variables indépendantes æ,, ...,æ.. 


Il s'agit donc, en d’autres termes, de résoudre le système (51), en y consi- 


| dérant les x... et les y,, comme des fonctions inconnues de æ,, .. .) By: C'est- 
|. a-dire de trouver tous les systemes de fonctions 


if (52) Ls k= Ji (Li + 2+) Zs) (==; D a SHNE) Vin Pral&ig) essyele) (= Oe een CL) 


| tels que les équations 


(53) ee + veus ee dre Ua) LUS RC ME IQ NES): 


soient des conséquences des équations (52). 
Or on retrouve ces mêmes conditions si l’on exprime qu'il existe des 


fonctions %,.,(a@,, ..., æ,) telles que la multiplicité (52) de l’espace 
(Di, ..., Luis Vig - ++) YA) admette les s transformations infinitésimales 
: 4 - à 

(54) Li Xi nan se (A= Tete Gs hi 1-9. oe, S): 


c'est-à-dire en exprimant que cette multiplicité (52), qui est as dimensions, 
est une intégrale du faisceau # de transformations infinitésimales de cet 
espace &', quia pour symbole 


(35) 


Le problème b consiste donc ici à trouver toutes les intégrales M, de ce 
faisceau #, de symbole (55), sur lesquelles les coordonnées x,, ..., æ, sont 
| des variables indépendantes. I] se présente, par suite, vis-a-vis de l’ensemble 
des équations de contact de &, avec un caractère de généralité presque absolu, 


j puisque tout système d'équations aux dérivées partielles peut se ramener (')a 


la forme (51), et que les Ÿ;, ne sont assujettis qu’à la seule condition que les y,, 


| puissent s’éliminer entre les équations (49). Car, sous cette seule condition, 


| 
| 


| 
| 


| 


Een 


| 


il existera au moins une équation E dont l’image ® portera la famille des 
| droites A,_, ayant des équations (49), supposées données, pour équations géné- 
rales (avec les paramètres y,, ..., Yu): 

Sur la nature de ce problème d'intégration nous ne pourrons donner en con- 
séquence, que des indications générales empruntées à la théorie des faisceaux 


à involutifs (?) et du prolongement des faisceaux (*). 


ro 


(') Poir, par exemple, M., n° 5, p. 348. 

COMM p. 353. 7 
(*) Pour M., n° 15, p. 368. 
Ann, Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 4. 24) 
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12. Si l’on forme les crochets des c —s+ a transformations de base du 


faisceau #, 


EX Pi Geiss O as PES a eee (pt) 2. ST EEE ee 
‘ 
COG an, r) 
sm J Gi ae DE, ayy : 
OY m 


prises deux a deux, on obtient les formules 


( 5 | ( Nas X;) = Chic Ps+s: DES A Xp) — Amhe Ps+s: (Ke Se m) = 0; 
7) : ue 


| (fata in TNA, TN OS TN Oo wider tilly 


les cr et les aux étant les fonctions des x; et des y,, 


dx 

(58) Cr = Xalai— XiGrh, Amkk= FZ 

Ym 
Vt Eat Roe Ess NU MO. DE CT) 


On en déduit, pour les conditions d’znvolution (') de deux transformations 
quelconques de ¥ 


(59) U=u.X,, V=¢,X,, (LL Cao 
les r équations bilinéaires 
(60) Up Cr Cock (bals Ut. 0) lot; (9) T= 1,09 ..5, €2 k=) 62) CENT 


qui serviront de point de départ pour l’étude du faisceau. 

Nous supposerons d’abord que & soit tnvolutif, d'ordre s. Je rappelle (?) 
que cela signifie qu’il existe dans # une suite de s transformations diver- 
gentes (*) dont la première est la transformation générale du faisceau, et dont 
chacune des suivantes est la transformation de # la plus générale qui soit 
en involution avec toutes celles qui la précèdent. 

Pour vérifier s'il en est ainsi, on cherchera à déterminer les coefficients up; 
‘des symboles 


(61) Ur = Un, Xy; CNET RC Se ees, 


i 
‘ 


de s transformations de & de manière que la suite U,, U., .. ., U, satisfasse aux 
conditions énoncées. On laissera done les u,;(/ =1, 2, ..., ¢) indéterminés, 
et les u,;(j=1, 2, ...,c), devront être, pour chacune des valeurs 2, 3, ...,s 
de A, la solution générale du système L,_,, linéaire et homogène enu,, ..., W, 


(1) Deux transformations U et V d’un faisceau quelconque ¥ sont dites en énvolution si leur 
crochet (U, V) est une transformation de #, ou est identiquement nul (vo’r M., p. 354). 

(2) Fou M., n° 9, p. 396: 

(*) Des transformations infinitésimales de & sont dites divergentes si leurs symboles Xp = Epa Pa, 


RTS 7 d 
(4=1,2, ...,n +1), (A =1, 2, ...,s), Sont, par rapport aux indéterminées Pa — ah des formes 
TX 


linéaires indépendantes (voir M., n° 1, p. 341). 
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obtenu en écrivant, par application des conditions d’involution (60), que 
U=u, X,(y==1, 2, ..., c), est en involution avec chacune des transformations 
| U,,..., Un_,. Comme ces conditions seront satisfaites (en raison de ce mode 
| de calcul des U, de proche en proche), si l'on prend pour U la transformation 
| générale du sous-faisceau | U,, ..., U,_,} de #, et comme U,, Ho LES de 
| devront être divergentes, il faudra que L,_, ait au moins A solutions indépen- 
dantes, ou, en d’autres termes, que son rang soit au plus égal à (c—h). Si 
cette condition est réalisée pour À = 2, 3, ..., 5, # sera involutif d'ordre s, et 
les rangs respectifs a,, a, ..., a, , des systèmes linéaires L,, L,, ..., L,_; 
seront dits les cndices du faisceau. 

Le sous-faisceau | U,, U,, ..., U,j, calculé comme il vient d’être expliqué, 
sera l'involution générale ('), de degré s, de %. Nous supposerons qu’elle a une 
| base résolue (?)en p,, ..., p,, c’est-à-dire de la forme 


= À G or 
(62) NEN ta Gia, wa (eID ew A 10 aS) (an= i) 


ce qui permettra d'appliquer a & le théorème fondamental d'existence (* relatif 
aux sous-faisceaux complets, de degré s, des faisceaux involutifs d’ordre s : 
| ces sous-faisceaux devant avoir eux-mêmes, pour notre objet, une base résolue 
en p,, ..., Ps, C'est-à-dire de ce même type (62). 
Pour tout sous-faisceau | V,, ..., V,{ ainsi défini, on a, en conséquence des 
formules (57) et (58), 
‘INA A NE Neh Psro + V nix no ar ne rem SNe 


les A4; étant les fonctions linéaires des ¢,,,, 


(64) Muni Ax ik an — Cank ai + CH (ete Oe a OMe == tle ne SL 1) 60). 


Let les V,,.,; étant les expressions différentielles, relatives aux ¢,,,, considérés 
| comme fonctions des 2; et des y,,, 


|} 
. 
(65) V nit Vaemi— Visnn (GZ De eee Ee Rn oe 


! 

| Les conditions qui expriment que ce sous-faisceau est complet sont donc : 
| d’une part, le système algébrique linéaire 

§ (66) NO CATO ES re ae Ss ES, gS) (ee 


| 


4. 


) (1) Un sous-faisceau F d’un faisceau quelconque F est dit une énvolution de F, si ses transforma- 
lions sont, deux à deux, en involution dans #. II suffit, pour cela, qu'il en soit ainsi de ses transtfor- 


» mations de base. Le sous-faisceau {U,, ..., Us) est ici l’énvolution générale, de degré s, de #, parce 
/ qu’on a, en fait, trouvé de la manière la plus générale, s transformations Uy, ..., Us de & qui soient. 


| deux à deux en involution, (vor, Sur les involutions d'un faisceau, M., n° 8. p. 353). 

(2) Cela est loisible, pour tout faisceau involutif, sous le bénélice dun changement de variables 
1 préliminaire éventuel (voir, M., n° 11. p, 358). 

(3) Poir M., n°s 13 et 14, p. 363. 
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et, d'autre part, le système différentiel 


(67) Vipin "0 (rR Spa) LAN R 35195) NS, est) 12 000) (h SU 


auxquels devront. satisfaire les fonctions inconnues 6,,(Mm—1, 2, ..., a; 
h—1,2,...,s), des variables indépendantes 2; et y. 

Le théorème fondamental d'existence en question énonce que si # est invo- 
lutif d'ordre s, et si son involution générale de degré s a une base du type (62), 
le système mixte (66), (67) s'intègre au moyen de systèmes algébriques liné- 
aires et de systèmes différentiels de Kowalewski successifs, et qu’il a une solu- 
tion et une seule satisfaisant aux conditions suivantes (les a; étant les indices 


de #): 


1° Lee, (mt, 250.042), Se réduisent, pour 2) a455, "SLI ES 
à des fonctions arbitrairement choisies des autres 2; et des y, 

> Pour chacune des valeurs 2, 3, ..., s—1 de h, a—a,, des +, 
(m=1, 2; ...,4@), se réduisent, pour z= 2), …., Lou x°_,, à des fonc- 
tions arbitrairement choisies des autres x; et des y,,. 

3° a—a,, des %,;(m=1, 2, ..., a) sont des fonctions arbitrairement 


choisies des x; et des y,,. 


Chacun des sous-faisceaux complets de & ainsi caractérisés aura o’“ inté- 
grales totales, dont les équations s’obtiendront en égalant à des constantes 
arbitraires c;(j/=1, 2,...,7+ a), un système d’invariants fondamentaux de 
ce sous-faisceau, et pourront se résoudre sous la forme 


(68) Bs Wales, Par ls cos Crea) ( ea Diy es vers 7) 


(68 bis) BS ES Cy ARO, aay ae CTS eae 


Et l’on aura ainsi une famille de æ'°"ON! intégrales du faisceau #, ou, en 
d’autres termes, une éntégrale complète de ce faisceau ('), à s dimensions. 

On sait, du reste, que, réciproquement, toute intégrale complète, à s dimen- 
sions, d’un faisceau quelconque, est formée par l’ensemble des intégrales totales 
de l’un de ses sous-faisceaux de degrés, et que l’on obtient toutes ses intégrales 
non singulières, pour chaque valeur de s, en particularisant les valeurs des 
constantes arbitraires, de toutes les manières possibles, dans ses diverses inté- 
grales complètes. 


13. Que * soit involutif ou non, la recherche de ses M! intégrales, non 
singulières ou singulières, se présente, d’un point de vue analytique, sous 
la forme suivante. Chacune de ces ON intégrales, supposée représentée par 
des équations du type (52) sera une intégrale totale d’un sous-faisceau 
iV,,..., Vide #, du type (62); et par suite, de tout autre sous-faisceau dela 


(') Vor, Sur les intégrales complètes des faisceaux, M., n° i fors Sane 
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1 même forme pour lequel les fonctions ¢,,, des x; et des Ym Se réduiront, sur 
cette multiplicité, aux mêmes fonctions ¢,,, de a, ..., x, 
{ Or, en exprimant que la multiplicité (52) admet les crochets (V,, V;), et en 

utilisant à cet effet les formules (63), (64), (65), on voit que les équations (66) 
et (67) devront ètre vérifiées sur elle. 

Si l’on exige que ce soient des identités, ce sera chercher les sous-faisceaux 
complets F,, de degré s, de #; et l’on sera ramené à l'intégration du système 
# mixte (66), (67) dont nous venons de nous occuper dans le cas où & est invo- 
) lutif, mais au sujet de laquelle nous ne pourrons plus rien affirmer dans le cas 

contraire. 

Si les fonctions ¢,,,, ne sont pas des intégrales du système mixte (66), (67), 

elles devront être telles que les équations (66), (67) définissent une multipli- 
cité Ÿ satisfaisant à l'un des types de conditions fournis (mutatis mutandis) 
À par la discussion du n°8. Mais la présence, dans ces systèmes de conditions, 
des dérivées des inconnues en ne permettra pas d’ aboutir : a une solution effec- 
| tive, sauf peut-être dans des cas spéciaux. 
| La recherche des solutions singulières, par cette voie, parait donc illusoire; 
et appellerait d’autres recherches. 


14. Mais, à défaut d'une utilisation complète des équations (66) et (67), on 
pourra se servir, dans tous les cas, des équations (66), qui ne contiennent pas 
de dérivées des inconnues 6,,,. On remarquera qu’elles expriment que les sous- 


faisceaux | V,, , V,! à considérer devront être des involutions, de degré s, 


de F. 
Elles forment un système £ d'équations algébriques linéaires, liant les 


inconnues ¢,,,, dans lesquelles les x; et les y,, jouent le role de paramètres. Si 


ce système est impossible quelles que soient les valeurs de ces paramètres, 
n'a pas d’intégrales M. Supposons, au contraire, qu'il soit compatible, pour 
des valeurs arbitraires des +; et des y,,. Alors, s’il est déterminé, on obtiendra, 


en le résolvant, un sous-faisceau | P,.....P,! déterminé que l’on aura à étudier 


comme il a été fait au n°8. 
Si, au contraire, le système £ est indéterminé, il aura une solution générale 


de la forme 
A Vink (py asp Dose Jar Fay eine) (MAS ER) Vos) 
où les n,», seront des fonctions linéaires des indéterminées z,, ..., 3, : de 


sorte que les V, prendront la forme déterminée 


(70) Vi XX; ads (= ll, cs) 


et qu'il restera seulement à déterminer les z,, en fonction de x,, 


manière que le faisceau { X}”, .... N°} ait des intégrales totales. 
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On verra, en raisonnant comme au n° {1 (sur ce faisceau, au lieu du 


faisceau ‘X,,...,X,/). que l’on est ainsi ramené a la recherche des inté- 
grales à s dimensions, 9, du faisceau *'', de l'espace &", de coordonnées 


(ay, 2. vy De LY ais Ce dp en) al apounaymbole 
on ero ert 
(71) Xs oes baa eae 


et dont on dira qu'il a été obtenu en prolongeant (') le faisceau #. 

Si ce faisceau ‘F' est involutif, il aura. d'apres le théorème fondamental 
d'existence, rappelé au n° 13, des intégrales complètes, dont chacune 
contiendra +’-"-" intégrales particulières et sera représentée, avec (r+ a +b) 
constantes arbitraires c;, par des équations de la forme 


Py, eee PU LR ae oper Cp Mere Onaceet | =O PAT EE I 0 NPA 
(722%) Di CAN RC ANG EC CIN == NO ea 
(Ro ICE) SU (TD POI NS CNE A oy Pear) A0 AE ENS EL UT). 


En y faisant abstraction des variables =z, introduites par le prolongement, elle 
fournira, par les équations (72), (72’"), une famille de x” intégrales complètes 
de #; mais rien ne prouve que l’on obtienne ainsi toutes les intégrales 
complètes de &. A fortiort, la question des intégrales singulières de # ne 
trouve pas ainsi de solution. 

Si # '' n'est pas involutif, on pourra raisonner sur lui comme on vient de le 
faire sur &, en cherchant ses involutions de degré s. La question s’achèvera 
s'il n’en a pas, ou s'il n’en a qu'une; et, s’il en a une infinité, on sera conduit 
à prolonger & ', comme on avait fait pour #. Et ainsi de suite. 

On peut démontrer qu’on arrivera toujours, au bout d’un nombre limité » de 
prolongements successifs, à un faisceau #” qui sera involutif, ou bien auquel 
les opérations s’arréteront (du fait qu’il n’aura pas d’involution de degré s, 
ou qu'il n'en aura qu'une seule). Si alors #” est involutif. on lui appli- 
quera le théorème fondamental d'existence des sous-faisceaux complets; s’il 
n'a pas d’involution de degré s, il y aura impossibilité; s’il en a une, et une 
seule, on pourra décider si # aura, ou non, des A intégrales, et les trouver, 
s'il en a, par des éliminations et des intégrations d'équations différentielles 
ordinaires. 


15. Dans l'analyse qui nous a conduit à la notion du prolongement des 
faisceaux, nous avons supposé, au sujet du système linéaire #, d'équations (66), 
qui lient entre elles les valeurs des ©,,,, sur toute M, intégrale de F, qu'il 
était compatible pour des valeurs arbitraires des a; et des Yn, til a été censé 
être utilisé dans les mêmes conditions. Cette analyse exelut donc implici- 


(7) Sur cette notion du prolongement d'un faisceau, voir M, n° 15, p. 368. 
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tement les ON, intégrales de # sur lesquelles ce système © présenterait des 
particularités quant à sa compatibilité ou son degré d’indétermination. On 
devra donc chercher d'autre part si de telles M intégrales existent, et les 
déterminer s’il y a lieu et si possible. 

La discussion algébrique du système #, par l'étude de la matrice de ses 
coefficients, fournira, à cet effet. un ou plusieurs systèmes d'équations de 
condition entre les paramètres +; et y,,; et l’on aura à chercher, pour chacun 
de ceux qui définiront une multiplicité, (de l'espace & de coordonnées 
Lise, Lun Vas ce. Ja), ayant au moins s dimensions, les AN intégrales 
de ‘F situées sur elle. 

Soit donc » l'une de ces multiplicités. et supposons d'abord que ses points 
vérifient une équation où figurent les y,,, par exemple de la forme 


a ; ; 
(79) Va pousses pete Way 2 ees Vas). 


On pourra définir toute A située sur vu. en adjoignant a cette équation un 
système (5) de (7+ a — 1) équations où », ne figurera pas. En exprimant que 
le systéme total ainsi constitué admet des transformations du type (62), on 
obtiendra, d’une part, des équations résolues par rapport aux ¢,,, et, d’autre 
part, des équations qui exprimeront que (5) admet les transformations 
À, eng. (À —1,2,...,a—1), où X, aura été déduit que X, en y rem- 
plaçant y, par la fonction x. De sorte que, pour que le système (5), (73) 
définisse une A intégrale de #. il sera nécessaire et suffisant que (5) déti- 
nisse une intégrale du faisceau |X). .... X°3 qi. .... Jas}. Où la variable y, 
aura disparu. 

Supposons. en second lieu, que les points de yu. satisfassent à une équation 
entre les x; seuls. Si l’on applique les V, aux deux membres, on obtiendra des 
équations. ne contenant pas les «,,, auxquelles devra satisfaire aussi toute 
M intégrale de F. Donc. ou bien ces équations seront aussi vérifiées sur 12. 
ou bien on définira, en les adjoignant aux équations de wu, une multiplicité v.,, 
ayant un nombre de dimensions moindre que celui de uw. sur laquelle devront 
se trouver toutes les A intégrales de & situées sur wu. 

En combinant ces deux modes de réduction du probleme. on sera ramené, 
soit à chercher toutes les intégrales a s dimensions d'un faisceau avant. 
comme %. une base de la forme (56). mais avec un moindre nombre de 
variables y,,; soit à chercher les intégrales à s dimensions d'un tel faisceau, 
situées sur une multiplicité. donnée dans le sous-espace & de &’. et admettant 


toutes les transformations de ce faisceau. 
16. Étudions donc ce dernier problème, en supposant qu'il s'agisse du 
faisceau & lui-mème et de la multiplicité y définie par les équations 


(74) Lie sl See Vp) Ue Dy nb MEET EN ec 


Ë T: 
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=. À ape : ss ee 
Sip>s, une JR, située sur u, sera définie par ces équations ( 4), associées 
à des équations 


(35) CO =a place Bon Ose) (LT 2 CNET at TE 
/ + 

et 

(-6) Vs A clued REP AE 

4 . 


Si p =s, il n’y aura pas d'équations (75). 

En exprimant que ce système (74), (75), (76) admet des transformations V, 
du type (62). nous obtiendrons, d’une part. en appliquant ces V, aux 
équations (74), des équations qui seront toutes des conséquences de ces 
équations (74), puisque admet toutes les transformations de F, par hypo- 
thèse; et, d'autre part. en ce qui concerne les équations (75) et (76), des 
équations qui, en y tenant compte des équations (74). seront celles que | on 
trouverait en appliquant aux deux membres des équations (75) et (76) les 
transformations infinitésimales 


(77) Vi = XP + [an] 72 (TONNES. PANNE TMO MR Ns 
où l’on a posé 


(78) AR pa (Ends oes ents Ji over J'a)| Psy (y TS Et 3 iS sh sy 


et utilisé la notation 


Cr re nas, Spe Apris sox Baars Keo Va ef ne Be RE ae 
Les multiplicités (75), (76), de l’espace &,, de coordonnées x,. .... Xp} 

Vis sees Yar qu'il s'agit de chercher seront donc les JM \° intégrales du 

faisceau #'°', avant pour symbole i 

(80) X00), Fa NU Jane dan: 


dont on pourra dire qu'il a été obtenu en projetant & sur 1. 


17. Cas D, (s >1). — Pour terminer l'examen du problème b dans ses 
divers cas, il nous reste à considérer une famille continue de droites An 
dont les équations générales seront, comme dans le cas C que nous venons 
d'étudier, de la forme (49), mais qui ne seront situées sur l'image ® de E que 
si le point x se trouve sur une certaine multiplicité paramétrique &, afférente 
a cette famille. La solution (48) du système Z [n° 4] qui la fournira sera 
susceptible d’une infinité de formes différentes, qui seront équivalentes sous 
le bénéfice des équations de cette multiplicité &. Nous supposons que l’on en 
ait choisi une, arbitrairement, de sorte que les transformations infinité- 
simales (50) seront connues, et bien déterminées. 
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On pourra ainsi reprendre l'analyse du n° 11, et l’on conclut, par suite. 
5g ae ae re ae à 
qu'il s’agit de trouver les M: intégrales du faisceau #, ayant pour base ces 


4 be F 0 : 
transformations (50) et les transformations pa (mM==1, 2, ..., a), qui seront 
ym 


situées sur la multiplicité connue &, considérée comme appartenant à l'espace &', 
(lequel sera considéré lui-même comme ayant & pour sous-espace ). 

C'est un problème de la même nature que celui qui a fait l’objet des n° 15 
et 16; et il se traitera par les mêmes moyens. 


II. — Des intégrales complètes 
et des transformations de contact qui leur sont associées. 


18. Conformément aux idées de Sophus Lie, nous appellerons intégrale 
complete d'une équation de contact E [n° 1 ] toute famille de m'ultiplicités, à un 
même nombre quelconque s de dimensions, telle que l’ensemble des éléments 
de contact de toutes les multiplicités de cette famille soit identique à celui des 
éléments de contact de E; ce qui implique que toute-multiplicité de la famille 
est une OW, intégrale de E. Pour s — n, cette notion équivaut à celle de l'inté- 
grale complète de Lagrange, relative aux équations aux dérivées partielles du 
premier ordre. 

Toute multiplicité ayant, dans l’espace &, de coordonnées æ,, ...,2,.,, que 
nous considérons, æ" éléments de contact, toute intégrale complète se compo- 
sera de oo” multiplicités, et nous prendrons ses équations générales sous la 
forme résolue 


‘ 


moma IG (Er rEn oc: Liane dan ee en nl Jet (PAT De ETS EU 


les y; (j—1,2,...,n), étant des constantes arbitraires. 
Considérons alors le faisceau complet F 


ON Age pr + Con( Vio «+ +> Maes} Ja es es) Prec CO ON oes ere ==) Oy Per ul 


qui a les G, pour invariants fondamentaux. Les paramètres y, ..., You ¥ 
devront étre, comme dans le systeme des G,, essentiels; et, par suite, on 
obtiendra, en les éliminant entre les équations 


(83) X;,=0 (HET ne ie 


une équation et une seule. Celle-ci admettra pour intégrales, comme le 
système (83), les multiplicités (81) (pour tout système de valeurs constantes 
attribuées aux y;), et, par conséquent, ne sera autre que | equation 


(E) P (27, a) ees Ln+15 Py» wey Pr) = 9%; 


donnée, qui a pour intégrale complète la famille de ces multiplicités. 


Ann. Fe. Norm., (3), LIX. — Fasc. 4. 30 
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On voit, de plus, qu'il existe toujours une équation E. et une seule. ayant 
une intégrale complète arbitrairement donnée. 

Remarquons que le lien que nous venons d'établir entre l'équation E et son 
intégrale complète (81) supposée, par l'intermédiaire du système (83), est en 
oi avec les principes et les résultats de l'étude générale des intégrales 
d’une équation de contact qui a fait l’objet du aavligra the 1. Les équations (83) 
sont, dans l’espace figuratif I [n° 5], celles d’une famille de 2° droites A,_,, 
qui engendrent l’image ® de E, de telle manière que par chaque point de ® 
passe une A,_, génératrice et une seule. Et, relativement à l'analyse du n° 41, 


il se présente ici cette particularité que le faisceau {X,,..., X,j est un sous- 
: : 3 2 > 0 0 
faisceau complet, de degré s, du faisceau | Xs. BY fads We so tas re | 


On sait que Sophus Lie a donné le nom de semi-linéatres aux équations aux 
dérivées partielles du premier ordre qui ont des intégrales complètes à moins 
de n dimensions (n étant le nombre des variables indépendantes). Nous 
garderons cette dénomination pour les équations de contact, qui leur sont 
équivalentes [n°2]. Nous dirons, de plus, que E est une équation de contact 
semi-linéaire d'espèce (s —1), si elle a une intégrale complète à s dimensions. 
Dans le cas s — 1, les X, se réduisent à une seule transformation, où ne figure 
aucun des paramètres y; : égalée à zéro, elle donnera une équation équiva- 
lente a E. Celle-ci sera donc, comme il est bien connu, une équation linéaire. 
L'espèce d’une équation de contact semi-linéaire est donc un entier positif, au 
plus égal à (n — 2). 

Avec cette terminologie, nous pouvons conclure de l'analyse précédente que 
les équations de contact semi-linéaires d'espèce a sont les équations E qui 
s obtiennent, à partir de tout système complet de la forme 


| Dit ACT CC Ci ae) agentes Ja) Pazar 


(84) 
(0( OS np ee Vesa iy igh. IR PE TEE), 


par l'élimination des indéterminées y;. 


19. A l'intégrale complète G, de E, définie par les équations (81), nous 
associerons la transformation de contact T, faisant passer de l’espace 


(Tee NA l'espace (rie Ju). Qui a pour directrices les équations 
(85) rl) rio Gea ae Che D RTE Py PS = NE): 
Pour avoir le système de ses équations, nous désignerons par q,, .. ge 
coordonnées d'orientation des éléments de contact dans I’ espace À pee Yi, et nous 
écrirons que l'équation de Pfaff q,dy,—=0(«—=1, 2,...,n+ 1) se réduit 
YP y= On Ors 10 aT 1), quand on y remplace EY 95 dy «oa ae 
par did. , 00e UP) ce qui donne 

OG, 
(86) q + Pega COST a hoy Me a Mt: 


dy, 
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et, avec un facteur arbitraire, non nul, A, 


Ui evar Opie Aes (ORS TAO hee PA ER Oe AU). 


Or on tire, de ces dernières équations, les combinaisons 
ES) Gogo Sh Gns == (pat Cahors) (OES ORI RES Oe ees asst 
qui se réduisent à 
(89) hante Mpa Shp) (OS RS TN ESS LATE, 


quand on tient compte de ce que les G, sont des invariants des X;.. 

Et de là résulte que la transformation T considérée change l'équation de 
contact Een 4, , — 0. ou, en faisant abstraction des notations employées pour 
les coordonnées de l’espace transformé, qu'elle ramène E à la forme cano- 
nique p,-,=0. 

Remarquons, en effet, que l'on a supposé implicitement que x,., n'est 
pas une fonction des G,, de sorte que les Z,,, (h==1, 2, ....s) ne sont pas 
tous nuls. A tout élément (æ,, ...,æ,.,: pp. ....p,.,)de E, on peut associer 
des valeurs de y,, ..., y,_, telles que les seconds membres des équations (89) 
soient nuls, ce qui entrainera 9, , —o. Il restera alors, pour déterminer 
l'élément transformé (y,,..., Y,:13 is e+ +s Invi)» les équations (85). qui 
donneront y,, ...,y,.,, et le système formé des équations (86) et des équa- 
tions (87) non remplacées par les combinaisons (88), à savoir lesr = n +1—% 
dernières. En tenant compte de g,.,==0, celles-ci donneront g,. ..., Gu. et les 
autres fourniront 4,, ..., 4... A tout élément de contact de E correspondra 
donc bien un élément de contact de g, , — 0. 

Inversement, T=' fera correspondre à tout élément de qg,.,= 0. un élément 
qui, d’après (89), satisfera, concurremment avec y,,...,7,_,,aux équations(83), 
et, par conséquent, appartiendra à E. 


20. Considérons, réciproquement, une transformation de contact T quel- 
conque, définie par des équations directrices de la forme (85), où les G; seront 


Sere oneonssdes ay (1 — 1,95 on 4-4), etudes Y'en, 2,.,.,5 0), 
arbitrairement données (sous la réserve que x,., ne soit pas une fonction 
des G, et des y;). L’équation de contact 7,,,= 0 sera la transformée d'une 


équation de contact E de l’espace (4, ...,æ,.,), qui, d'après les équations 
(85), (86), (87) de I, résultera de l'élimination de y,, ....9, 13 Yas Jou ts +. Qn 
entre les (n +1) équations 


0G, s 
(90) — Fstop = pi (O2 ROUE Ve os Var aM 


Ox; 


On vérifie sans peine que cette équation E ne sera pas autre chose que celle qui 
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a pour intégrale complète la famille G des multiplicités (81), [où les y,, 
(l=1, 2, ...,) sont des constantes arbitraires |. 

Les éléments de contact(æ,, ...,æn.1;pi, .. . Pasi) de ces multiplicités s’ob- 
tiennent, en effet, en écrivant que l’équation de Platfp, dr, =0(4—1, 254-170 
est une conséquence des équations dG,=o(k=1, 2, ..., r), les y; 
(j=1, 2, ...,s — 1) étant laissées constantes. Le lieu de ces éléments de 
contact sera donc défini par le résultat de l'élimination des arbitraires u, 
(E=1,2,...,r),ety;(Qj —1,2, ...,5—T), entre les équations 

0G 


(ot) Pi=Pe Zp (OSI acon BR Ut y ood EE TL) 
ate! ‘ 


et celui-ci sera précisément l'équation E considérée, puisque cette 


équation résulte de l’élimination des quantités g,.4-, (A =1, 2, .. . Tee 
yi(J=1,2,...,5—1), entre les équations (90), et que l’on passe du 
systeme (go) au ie (or).en posant 9... 5A, (A= 1, 2 07) 


21. L'intégration de l'équation de contact canonique p,., =o est immédiate. 
En effet, sur toute intégrale chaque déplacement infinitésimal dx satisfera à 
une équation de la forme p, dx, +...+p,dx,— 0, de sorte que tout déplace- 
ment continu sur cette intégrale ne comportera que l'existence de relations 
entre les coordonnées x,, ...,æ,. Les équations de toute intégrale seront donc 
des relations entre ces coordonnées, ou, en d’autres termes, seront indépen- 
dantes dex,... 

Réciproquement, sur toute multiplicité de &, 


(92) PS ee en) == 0 CRM ON ce EN OR), 


les coordonnées d'orientation des éléments de contact sont telles que 


Lola — 0 (Ar RD, Sn EE) 


soit une conséquence des équations dF;—o(k—1,2,...,r), de sorte quel’on 
a des identités de la forme 


OF, 


(93 j= hy 
9°) P Ox; 


ONS LED ON OR it =) fy ENS ES |) 


Si donc x,., ne figure pas dans les F,, on a Posi =O, c’est-à-dire que la 
multiplicité est alors une intégrale de l’équation de contact canonique p,., = 0. 

En définitive, les intégrales de cette équation canonique sont toutes les 
multiplicités de & ayant des équations de la forme 


VA ? , x == js 
(94) Ar, ca) 0 (AS49551. TS RER) 


Les F, y sont des fonctions arbitraires de leurs arguments. 
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Sous forme résolue, on aura, pour s = 7 +1 —r—1,le typerectilinéaire 
|: (95) IC} MSNM en) 


avec n constantes arbitraires, et si ce nombre de dimensions s est supérieur à 1, 


_ le type cylindrique 
(96) DE On Dr res ae CU) KR cut, 


avec r fonctions arbitraires de (s—1) arguments. 


22. Intégrer une équation de contact E quelconque équivaut à en trouver une 
intégrale complète G quelconque, puisque celle-ci fournira une transformation 
de contact T, laquelle changera E en l'équation canonique 4,., — 0, dont on 
connaitra, d'après ce qui précède [ n° 21 ], toutes les intégrales. 

L'intégrale complète G étant supposée connue sous la forme (81), on lui 


associera les équations (86), et l’on prendra pour 3,, ..., 3u113 Gis ..., Que 
les coordonnées de l'élément de contact général d’une intégrale arbitraire 
de g,., — 0. Supposons d’abord que celle-ci soit an dimensions, et soit 

(97) Va UTEZP Et) 

son équation. En écrivant que g,dy,—0o(2—1,2,...,n+t)est, pour g,.,=0, 


une conséquence de dy, = dl, on trouve 


(98) qe FE nso ET, 12 EE ey licen 
On aura donc la transformée de (97) par T-' en éliminant y,, ..., y, entre 
les équations (81), (97) et 
| 0G, ov ove OS 2 tre Pr see a 
| (99) dy; du PAPE ré (QT een SN A eS =I 


Si l’on pose 


(100) HE nos ae OU ae Celine dard 
| cela reviendra à éliminer y,, ..., y,_, entre les équations 
OH } 
(101) i ="0, pee! (Cea Sal): 


L'intégrale générale de E apparaît donc, conformément à l'idée classique de 
Lagrange, comme l'enveloppe des æ‘" intégrales particulières à n dimensions 
définies, avec la fonction arbitraire Ÿ des nm —1 arguments y,, ...,7A 1, par 
| l'équation H—0o ("). 

(1) Celle-ci représente une surface quelconque, dépendant des paramètres yi, ...,Ys—1, engendrée 


par des multiplicités tirées de l'intégrale complète G. 
16% 
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St l'on était parti d'une intégrale à une dimension de g,.,— 0, soit 
=} (Sas br) 
les c, étant des constantes arbitraires, on aurait seulement les x“ intégrales (81) 


constituant l'intégrale complète G considérée. z 
Considérons maintenant le cas où l'intégrale de 4,., = 0 à transformer est à £ 
dimensions (1< ¢<n—1). Prenons-la sous sa forme générale résolue [n° 21] 


(102) Von Vin (Vein dure veer Vn) (i= 2, ..., U; UN): 
Ses éléments de contact seront définis par les équations (') 


CUS 
Or 


(103) Vers y = 0 NAS PR Et DU D oc LE 

On aura donc à éliminer y,, ..., y, et les rapports de qg,, ..., g, entre les 
équations (81), (86), (102), (103), ce qui sera possible puisque l'on aura 
affaire à (2m — 1) indéterminées et ar+(s—1)+u+t=a2n équations. On 
aura donc, en général, des surfaces de l’espace & pour les intégrales de E ainsi 
obtenues. Ce n’est que par un choix approprié des fonctions arbitraires ¥,,, (ou 
de } dans le cas considéré d’abord), que l’on pourra obtenir les intégrales à 


moins de n dimensions que E est susceptible d'avoir. 


23. Nous appellerons, pour abréger, transformation T toute transformation 
de contact de & ayant des équations directrices de la forme (85), ce qui équivaut 
à dire que æ,., est, pour elle, un invariant. D’après les formules (86) et (87), 
elle transforme æ,, ...,æ,; Pi, ..., p, comme le fait la transformation de con- 
tact T de l’espace &, ‘de coordonnées x,, ..., x, qui a pour équations directrices 
les équations (81). Pour cette transformation 1, que nous appellerons le noyau 
de T, x,., doit être considéré comme un paramètre, et non comme une 
coordonnée. | 

I] résulte des numéros 19 et 20 que les équations de contact E de & forment 
une classe vis-à-vis du groupe (T) des transformations T. Car, d'après le 
théorème d’existence des intégrales des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre, toute équation E a des intégrales completes à n dimensions 
[n°18], et les transformations T qui leur sont associées raménent E à la forme 
réduite p,.,= 0. Nous désignerons celle-ci par E,, et nous dirons réductrice, 
pour E, toute transformation T qui la réduit à la forme E,, c’est-à-dire qui est 
associée à l’une des intégrales complètes de E. 

Les intégrales complètes de la réduite E, étant définies [n° 21] par des 
équations ne contenant pas æ,,,, ses transformations réductrices 9, qui consti- 
tueront le groupe (0) des transformations T qui la laissent invariante, sont toutes 


(1 Onobtient ces équations en écrivant que ga dy4= 0 est conséquence des équations dy in = db 


LR 
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les transformations T qui ont pour noyau une transformation pure de contact 
de l'espace &, : ce mot pure indiquant que la coordonnée paramétrique æ,., ne 
figure pas dans ce noyau T. 

Cela posé, la formule générale des transformations qui réduisent Ea E, 
est (') T—T,8,T, étant l’une quelconque d’entre elles, et 8 l’une quelconque 
des transformations T qui laissent E, invariante. De là, la formule T = T,8 pour 
les noyaux des transformations considérées. Ce qui équivaut à dire que l’on 
passe de l'intégrale complète de E associée à T, à celle qui est associée à T en 
effectuant sur les paramètres y,, ..., y, une transformation de contact arbitraire 
Med CSpace Cyr dr, Ve): 

On retrouve donc ainsi la loi du passage d'une intégrale complète à une 
autre. 


24. Conformément à la propriété classique des plans tangents aux cylindres, 
les éléments de contact de toute intégrale de E, se répartissent en bandes, B,, 
de æ' éléments définies par des équations de la forme 


(104) Li is ee 03 LRA; HOME 0 do Doi Det Ow Bills Do UE 
les a; et les b; étant des constantes. Car les éléments de contact d’une multipli- 


cité cylindrique (96) sont déterminés par les équations 


(105) = DCE Poon TU 1) Da snes 1) Dr 


Il est manifeste que la famille 8, de ces &?"-' bandes B, (dites caractéristiques) 
est invariante par toute transformation 9. 

Il en résulte que chacune des transformations T-' qui changent la réduite E, 
en une même équation de contact quelconque E changera cette famille 3, de 
bandes en une même famille 3 de x°"-' bandes B de æ' éléments de contact, 
(bandes caractéristiques), car la formule T —T,0 du n° 23 entraine 


(106) T;! (So) = T-*[6(8o)] = T-1(B6). 


Chaque intégrale de E, étant engendrée par 0”~' bandes B, (quand on la con- 
sidère comme une multiplicité d'éléments de contact), chaque intégrale de KE 
sera, de même, engendrée par æ"-' bandes caractéristiques B. 

Le même principe de transformation conduit, réciproquement, à la construc- 
tion des intégrales de E au moyen des bandes caractéristiques qui ont un 
élément de contact commun avec une bande intégrale arbitrairement choisie. 

Soit donnée, en effet, une multiplicité ponctuelle quelconque à (s —1) 
dimensions 
(109) 9 wp Oras es En) (KSI, 2, 066, 7)5 Bn pie ( Pps à La) 
pe eprint, tbe te Lee I WET seetewek min oe ten ee 


(1) La notation produit TT’ indiquant qu’on fait suivre T de T’. 
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Parmi ses 20” éléments de contact, définis par (107) et par 


00. do 


- pst ns 
on | . Oxr+; 


DT, Des Di] IPS MIE SES AIS 


(108) Pr+j= 


ily en aura co! qui satisferont à p,., — 0. Ils constitueront une bande inté- 
grale arbitraire de E, qui sera définie par (107) et par 


(T0g)y p.72 Pe Pe (OL 2 nr) (jab Op Sony Se Prat: 


Par chacun de ses éléments passera une bande caractéristique de E,, définie 
par 


(110) DO 68), = 0e TONS Py pr (0 at 


Le lieu des éléments de contact de ces bandes aura pour équations 
(111) DR (re Gay wey) CRETE CS UNE 


MODS) Po. (B= 1, 2. 73 J Ny Oye ead |. Dai 0 


Ce sera donc la multiplicité d’éléments de contact qui a pour support la 
multiplicité ponctuelle (111), cylindrique, à s dimensions. On obtient donc 
ainsi une intégrale de E, et une seule, et l’on peut, par cette méthode, les 
obtenir toutes. 

Si l’on se donne de même, pour E, une multiplicité ponctuelle quelconque m, 
on en pourra déduire, par un calcul algébrico-différentiel, une bande intégrale 
de E ayant cette multiplicité m pour support, c’est-à-dire constituée par les a0”~' 
éléments de contact de m satisfaisant à l'équation E. Chacun des éléments de 
contact de cette bande intégrale appartiendra à une bande caractéristique de E 
déterminée. En appliquant à la figure géométrique ainsi obtenue l’une 
quelconque des transformations T qui réduisent E à E,, on conclura alors de ce 
qui vient d’être établi pour E,, que le lieu des éléments de contact des bandes 
caractéristiques de E qui passent par les divers éléments de la bande intégrale 
ayant m pour support, est une multiplicité d'éléments de contact qui a pour 
support une intégrale de E, et que l’on pourra obtenir par cette méthode toute 
intégrale de E, dès que l’on connaitra ses bandes caractéristiques. On voit, de 
plus, qu’une intégrale de E est entièrement déterminée par la condition 
d’avoir æ"-' éléments de contact communs avec une multiplicité ponctuelle 
quelconque donnée, à moins de n dimensions. 


25. D'après la manière dont nous les avons introduites, les bandes caracté- 
ristiques d’une équation de contact E donnée sont connues dès que l’on connaît 
une intégrale complète G de cette équation. Celle-ci étant supposée définie par 
les équations (81), la transformation réductrice T qui lui est associée en résulte 
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sous la forme (85), (86), (87). Il n'y a qu’à écrire les équations de la bande 
obtenue en transformant par T-' la bande caractéristique générale de g,,,—=0, 


qui, d’après (104) (système relatif à p,.,— 0), a pour équations, avec les con- 
stantes arbitraires a, et b,, 
(112) PR GG Mics Vn ain: JT re ra Oa, DE Oy 


On obtient les équations 


CCR ET RE ne de Del dieser (Aa, Dre FES—=R+I), 
| ee 22 hé (OA, 2 D Lee 
Gus) 0 77 ' 
Dies EE (== ep n-+1) 
2 OF; ; 


qui entrainent l’équation de E comme conséquence 


( 114) P(x. se. Mey Ps oes Pa) = 0. 


25", On peut, d’autre part, définir directement les bandes caractéristiques 
de EK, par un système différentiel, au moyen de l’équation (114) seule. Il suffit 
de se servir, à cet effet, de l’invariance, vis-à-vis des transformations de 
contact de &, du crochet 


(119 (f, g)= = = — = + (HEURE cer ARE 
) S8 BEE 
de deux fonctions quelconques des 2; et des p;, homogènes par rapport 


aux p;. 
Les bandes caractéristiques B, de l’équation réduite E,, qui à pour équation 


(116) D 0; 
sont, d’après leurs équations (104), celles des trajectoires [dans l'espace 
(0045 es yey PaPot.e. Pa) ] de la transformation infinitésimale 
, of 
fiiz) nn [=z 


qui satisfont à(116). Les équations (104) égalent a des constantes (2n—1) 
invariants de cette transformation, distincts de p,.,, et homogènes de degré 
zéro par rapport aux p;; et l’on pourrait utiliser de même (27 — 1) autres inva- 
riants de (117) satisfaisant aux mêmes conditions. 

L’équation E, sous l’une quelconque de ses formes (114), fournira de même 
la transformation infinitésimale 


( D = — oe —— nt retard toed ales à 
(118) (D. f) Ops des Jan dos 


Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 1. ot 
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dont D est un invariant. Pour avoir les bandes caractéristiques B de E, il suffira, 
dès lors, d’égaler à des constantes arbitraires (22 — 1) invariants de cette 
transformation, distincts de ®, et de degré d’homogénéité zéro par rapport 
aux Pi. 

En effet, par une transformation réductrice de E quelconque, ® se changera 
en une fonction de la forme M (æ,, ..., æ,,3 Pry ..., Pn) Pas et les invariants 
de (D, f) considérés deviendront des invariants, du mème degré d'homogénéité 
en py, .…, pa de la transformation infinitésimale 


(119) Mpasie f) = M(pasis [) + Pa (M, f). 


Soient J,, (m=1, r, ..., 2n—1), ceux-ci. Il s'agit de vérifier que le 
système Ji,= Cy, (m—=1, r,.,,2n—1); pan —=0, où les c,, sont des con: 
stantes arbitraires, définit les mêmes bandes que les équations (104). Or ce 
système équivaut à dJ,,=0, (m—1, 2, …,2n—1), p,., —0;etl'ona,lesJ, 
étant des invariants de (119), 

Ou 


OR ea 


(120) M 


+ Prii(M, Jn) =0 DER CPE 


et, à cause de l’homogénéité des J,,, on a aussi 


(121) [x 


tes CSSD DAM he UE TS AS Meme re TN) 


OS» OS m Py 
\ D0, — dr3+ —p,d— =o. 
(122) si GA Ope gee 
(Pts po My Ye Ts 2 ay UD ay eo a 
C'est-à-dire à 
(123) Noy AGEN a a ee y 
Du li 


_ Celui-ci ayant pour intégrale générale (104), la vérification cherchée est | 
ainsi obtenue. 


Ill. — Sur l'intégration des équations semi-linéaires. 
26. Soit EK une équation de contact semi-linéaire, d'espèce (s— 1), c’est- 
à-dire [n° 18 | une équation 
(124) DÉSERT PARENT D = he 


i » . _ i WO a 
(') On peut supposer D = 0 indécomposable; de sorte que M ne s’annulera pas pour pay: = 0 
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dont on suppose qu'elle a au moins une intégrale complete a s dimensions, 


(<5 <a), 


(125) CAC ee Dre ed Ns py CRETE sl pay Date s=n+1); 
et soit 
(126) X= pa Sr Ca cae ges Pe TS ie 1)Ps-s (AE nat PEN EE Done LH 


la base du faisceau complet qui a les G, pour l'un de ses systèmes d’invariants 
fondamentaux : de sorte que E est le résultat de l'élimination des hee 
om ——1, 2, ..., s—1), entre les équations X,=0, (h=1, 2, ..., 5). Nous 
nous proposons d'étudier le problème d'intégration qui consiste à trouver 
toutes les intégrales complètes G, de la forme (125), d’une telle équation. 

Il faut remarquer que chacune d'elles peut être mise d’une infinité de 
manières sous cette forme (125) : on passe de l’une à l’autre par les diverses 
transformations ponctuelles 


(125) hi (Pre na PY) (= Teor ce ni), 
effectuées sur les constantes arbitraires. Dans la forme nouvelle 
(128) re en M ce RP ae CR era): 
les G, seront les fonctions obtenues en faisant dans les fonctions 
(129) Ne Tika bess Nate anis ans (VAs ne Er) 
le changement de variables 

(130) LE UT Lt MR LE Fats A hyd (Ase oem 0: ): 


et ce même changement de variables fera passer du faisceau complet 
F—{X,,...,X,/ quia les G, pour invariants au faisceau complet F’ = | X',..., Xi) | 
ayant les G, pour invariants. On peut considérer que l’on opère ainsi dans 
l’espace (x), ..., Bisse Yi ++ ++ Y,_,). Les X, ont alors pour invariants fonda- 
| mentaux les y,, et les G,: les seconds membres des formules (130) en sont 
| donc des invariants, et, par suite, les X, seront de la forme 


31) Xp Dao on Lavi; d'in Neon) Dace, (PIS Ses PS ASM. 2, oy S$); 


obtenue en faisant simplement le changement de variables (130) dans les 
coefficients C;, des X,,. 
Réciproquement, tout changement de variables 


(132) Di date ee: Pe PO 5 dar) i oe > SEUL), 


qui laissera invariante la forme des \,, c'est-à-dire qui les changera en des 


| M 
transformations X, où les dérivées se ne figureront pas, sera de la forme (130), 
J Nr 
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puisque les y,, seront, de ce fait, des invariants du faisceau : et cela suffira. 
Et, dans l’une quelconque des formes (128) de l’intégrale complète de E donnée 
par le faisceau {X!, ..., X'}, les fonctions G,, étant des invariants de ce fais- 
ceau, seront de la forme (129) si l’on revient aux variables 2, 4% 
AN Ce : 

En définitive, tous les faisceaux complets | X,, ..., X,!, de la forme (126), 
dont l'intégration donne une même intégrale complète, sous ses diverses 
formes (125), sont tous ceux qui se déduisent de l’un d’entre eux par des 
transformations de l’espace (æ,, ..., 2,13 Yi, ..., ÿs1)3 et celles-ci sont du 
type (130). : 

Interprétés dans l’espace projectif Il, de coordonnées homogenes py, ..-, Past, 
les systèmes X,= 67 (A= 1,' 2,0 5%, s), associés à ces divers faisceaux 
complets, représentent la même famille D de droites A,_, situées sur l’image ® 
de E [représentée par l'équation (124), cf. n° 5]. Pour avoir Ja représen- 
tation la plus générale de cette famille D, il faudrait faire sur les y,,, dans les 
coefficients C,,, des X,, une transformation (132) arbitraire. Soient (131) les 
expressions linéaires en py, ..., Pas Ainsi obtenues. Les droites A,, de D 
auraient les équations X,— o pour équations générales, mais les transformées 
des transformations infinitésimales X, seraient 


Oy 
(133) Xi ee vit brest Mme SNe 
One 
Le faisceau complet | X,, ..., N°} serait ainsi devenu Je sous-faisceau complet, 
of | 


de base (133), du faisceau Re eek a es 
oe 07 OV 235) 


deVespace (eee 


Vy 9 ¥,)3 et le faisceau |X’, ..., X'! ainsi introduit ne serait pas complet 
| tant que la transformation (132) demeurerait arbitraire |. 

27. Il résulte des remarques précédentes, rapprochées de l'analyse des 
n® [1 et 12 et des indications du n° 18, que pour que l’équation E considérée 
ait une intégrale complete, distincte de l’intégrale G supposée, qui soit associée 
au même mode de génération linéaire de l’image d de cette équation [à 
savoir celui qui est représenté par les.équations X,==0, (h=1, 2, ..., s), qui 
définissent cette intégrale G |, il faut et il suffit que le faisceau 


ME: HA of 
Eee ry HGR, CRISES DR 
hom Oy, ‘ OV 
ait un sous-faisceau complet, V, autre que F=/X,, ..., X,} lui-même, ayant 
des transformations de base V,. ..., V, de la forme 
) 
\ VN 4 Ooh dans satay ye Ty 15 Vs COOL") a= 
(134) ‘ : Ov x 
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| C'est done de la recherche de tels sous-faisceaux complets \ d’un faisceau 
| du type # que nous allons nous occuper. Nous allons voir d’abord que, en 
| général, c'est-à-dire si le faisceau F est seulement assujetti à la condition d’être 
} complet, * na pas de sous-faisceau |V,. ..., Ve AUtreEqUue ly equl Séil 
| complet. Cela résulte de l'existence d’exemples pour lesquels il en est ainsi. 

| Tout sous-faisceau complet de # est, en effet, une involution de F, et les 
} conditions d'involution du sous-faisceau (134) sont [ef. n° 12] 


nue 2er dy 
(133) : ES trier erie hh ds, Bo US: Pr ee 


ES iain = 
dr: Ov, 


{ On a la un système de ,7S(S—1) équations linéaires homogènes entre 


les s(s — 1) quantités ¢,,,. Comme on a r > 1,le nombre des équations est au 
| moins égal au nombre des inconnues (il lui est égal pour r= 2). Il suffira de 
} montrer que ce système n'a pas, en général [c’est-à-dire si les £,;, ne sont pas 
4 assujetties à des conditions autres que les équations 


(136) ARC Ah © Ob SSS RE re. A Gia | 


à qui expriment que F est complet}, de solution autre que ¢,,,=0, 
i (m=1, 2, ..., s—t), (h—1, 2, ..., s). Et cela résultera de l’existence 
- d’exemples où, les conditions (136) étant remplies, le système (135) n’aura 
 efféctivement que la solution séro. | 

Nous nous assurerons que les conditions (136) seront remplies en prenant, 


à pour les X, des transformations à coefficients constants (par rapport aux æ;). 


28. Prenons d’abord le cas r= 2. L’exemple annoncé sera 


(137) Ph Xi Pi Via Pa +JhPna (TEASH — 9), 
] ros 
}| 4 


Nea =P n-1 ne fn. 


| On a, par élimination des y,,, l'équation E 
j (138) PiPr Say he pe Paes + psp” Tae ll) nt D —— 0) 
et, par intégration, l'intégrale complète G, à (7 — 1) dimensions, 


LEE Ve Bs et Vn en 1 —— ip en 


| (139) 


I SR D — ey 07 


| L'image ® de E n’a pas d'autres droites à r—1—=t dimension que les 
oies X, 20) (A —1, 25: Sn =). 

Pour écrire que les V, sont en involution, on peut écrire que leurs crochets 
sont nuls quand on y traite les ¢,,, comme des indéterminées constantes. Les 


crochets de X, avec X,, ..., X, , donnent 


(141) DRE TE naan Ein DE a ee Vin ( 
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Il en résulte que tous les ¢,,, sont nuls (m=1, 2, ..., @— 2), ainsi que tous 
16S COMA le tore ie ee One V, doit se réduire à X,, et les autres V, 
doivent étre de la forme 
(141) Vi= Xie rar el (8 a3 og 80, frites 3,0; sien 

Be 


Les crochets de ces V, ne seront pas modifiés si l’on fait abstraction, dans À, 
du terme y,p, : ce qui donne, pour ; X,, ..., X,_, ', un faisceau construit 
comme{X,,...,X,_,!, mais avec les variables x, et y, en moins. On est done 
ainsi passé, pour la vérification à faire, du cas de (nm +1) variables x; à celui 
de n variables; et il suffira, de proche en proche, d'achever cette vérification 
en supposant n= 4, c’est-à-dire pour le faisceau 


(142) Xi = prt ip: Xo pi Vip + api Xy = D: Jo. 
Cela résulte immédiatement de ce que les conditions d’involution des V, sont, 
pour lui, 


(143) Pin O0, foi 1.25 Pr —O Pis 04 oo iy. Fos O0. 


29. La propriété étant ainsi établie pour r= 2 et s quelconque, nous l’éta- 
blirons pour r quelconque et s quelconque en opérant de proche en proche. 
Comme il ne s’agit que de former des exemples pour lesquels elle soit réalisée, 
nous pourrons considérer des transformations de la forme (à coefficients 
constants) 


CO) RL Pr GT ce Jupe (=i ie LT AN ern o cae ON) 


car il résulte de ce qui précède que la propriété est vraie, pour r = 2, en ce 
qui concerne des faisceaux F—;X,, ..., X,} ainsi constitués, tant que les 
coefficients ¢,, y sont arbitraires. Il mous suffira ainsi de montrer que la 
propriété, étant supposée vraie pour un faisceau de base (146), le sera aussi 
pour les faisceaux ayant une base de la forme 


(147) Vise Rise Gras Al Dar ce «1 Po) RÉ Ne 


Or, les conditions d’involution à considérer dans le cas du faisceau 


comprendront les conditions d’involution (135), relatives au faisceau 


RO: as Lage 


‘à — 5) one . 
Os | 


considéré. Comme celles-ci exigent, par hypothèse, que les ¢,,, soient tous 
nuls, il en sera de mème, a fortiori, pour les premières. 
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30. Écartons maintenant le cas général où % n’a pas de sous-faisceau 
} complet (134) autre que F, et supposons qu'il en ait au moins un, soit V. Les 
| deux sous-faisceaux F et V de & ont alors au moins une transformation 
} commune. Considérons le cas où ils n’en ont pas deux (qui soient diver- 
) gentes), c'est-à-dire le cas où la matrice des 4,4, est de rang (s — 1), et soit % 
| une base du sous-faisceau, de degré 1, formée par les transformations communes 
À à Fet à V. Si, par exemple, le déterminant de Cnty t = LE, 2,:..,5—1)n'est 
+ pas nul, © pourra être pris de la forme 


(148) lie ce & yd SOF ty) ec Pl AS (MASS On Es). 


i et 


! Par conséquent, ©, faisant partie de F, sera en involution (dans ) avec X,,..., 
} X,_,; et, faisant partie de V, sera en involution avec V,, ..., V._,; et, par 
| suite, étant en involution avec toutes les transformations de base de &, ce sera 
> une trans formation distinguée (') de F. 

| Si l’on exprime, inversement, qu’une transformation quelconque de #, 


of 


(149) Qs kg 85 m— NN OPO TE tee Se = a 
Ov» 


X : of of 


2 est en involution avec chacune des transformations X,, ... D A AT 
SUR | rst 


on obtient les conditions 


ox 
(150) Pa 9 (HERO SAT enue sh 
> Oy, 
51) exe (vio Si) 
191 use = Fi Vs ee SPs 
( Ok 


| parce que les premiers membres de ces équations, étant de la forme 


Apec =1,2,...,r), ne peuvent être les symboles de transformations de * 
| ë ; . ON), 
autres que la transformation séro. Or la matrice | >— 


J om 


(AUST es as tS) 


m==1,2,...,5—1) est de rang (s —1), parce que l'élimination des y,, entre 
| les équations X,—0 (h=1, 2, ...,5) ne doit pas donner de résultat autre 
| que ® =o. Les conditions (150) expriment done que &, doit faire partie de F. 
Et, pour la même raison, les équations(151) ne peuvent pas avoir, en wu, Us, 
plus d’une solution (au point de vue homogène). Donc /es seules trans forma- 
| ions distinguées de & seront celles du sous- faisceau | X |. 


a ne —"—"…"…—…"—"—…"…"…"—""—"—"— 


(‘) Une transformation d’un faisceau est dite distinguée si elle est en involution ayee toute trans- 
} formation de ce faisceau. Yorr M., SE, n° 48, p. 374. 
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IL importe de remarquer qu’il résulte de ce qui précède que st # a une 
trans formation distinguée X, celle-ci fera partie de tout sous- faisceau complet N 
de #. Car, par un changement de variables 


(152) ne NES Mega nets fes ao el CRS Le Dol cuales 


dans lequel les /,, seront des invariants des V,, celles-ci deviendront les 
transformations 


(253), No py dr Cali; dre EM (9 = pr taint EE TES s), 


|| 


que l’on obtiendrait en effectuant ce changement de variables dans les 
coefficients Z,,, des X, seulement. Le faisceau # deviendra ainsi 


\ x Ro en iad 
Nes Xe girs gay 


et V, devenu { X:,..., X!1, ‘y jouera le rôle que F=X;,": : XP Yy jouait 
ci-dessus. Donc toute transformation distinguée de # fera bien partie de V. 

On conclut de là que si % a une transformation distinguée, toute intégrale 
complète de %, à s dimensions, sera engendrée par des trajectoires de cette 
transformation, de sorte que les trajectoires de cette transformation distinguée 
seront, pour %, en ce qui concerne de telles intégrales completes, des caractéris- 
tiques de Cauchy ('). 


31. Ktudions, plus spécialement, le cas des équations à coefficients constants, | 
c'est-à-dire de la forme 


(154) DPI Pe) Eee 0: 


Si les X, contiennent les x;, ceux-ci devront s’éliminer, en même temps que | 
les y,,, entre les équations X,=0 (A—1,2,...,s). Donc les X, ne dépendront | 
des x; et des v,, que par l'intermédiaire de (s — 1) fonctions n,, .…..,1n,, de | 
ces variables. Soit alors X’, les symboles déduits des X;, en y remplaçant ces | 
fonctions , par des indéterminées y, Le faisceau F'=;X',..., X'! sera | 
complet, et l'élimination des y,, entre les équations X,—0o(k=—1,2,...,s}| 
donnera l'équation (154) considérée. Ces équations représenteront, du reste, | 
avec les paramètres y,, la même famille de droites A, , que les équations | 
X, =0(h=1, 2,...,5), avec les paramètres »,, : cette dernière ne dépendant | 
pas, en fait, du point paramétrique a. | 


Nous pourrons donc supposer d'emblée que le faisceau complet 


RETENIR EN be 


\ 
( 


(1) Worr pour la théorie des caractéristiques de Cauchy, M., § Ul, n° 19, D. oF. 


| 
J 
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donnant l'intégrale complète de E, prise pour point de départ de l'étude de 
cette équation, est un faisceau à coefficients constants, c'est-à-dire que les 
| X, sont de la forme 


(195) DE PER Ma «ou lo pe : (ono CAM RAT Bem EN RE ae Sa 


a 


Tout faisceau de cette forme donne, du reste, par élimination des y,,, une 
équation E semi-linéaire, d’espéce (s —1), à coefficients constants : car il est 
| complet, quels que soient les coefficients Z,,. Seront complets aussi tous ceux 
de ses sous-faisceaux dont la base sera formée de transformations à coefficients 
mootants. ¢.est-a-dire de la forme 7:05, «<4 ¥s4 )X (2 uma à ©). 

Remarquons ici que si une équation E a une intégrale complète G ayant 
un nombre s de dimensions inférieur à (m—1), elle a aussi des intégrales 
} complètes, engendrées par des multiplicités de G, ayant (s+ 1) dimensions. 
Ceci conduit à distinguer les intégrales G en primitives et en non-primitives, 
| suivant qu'elles ne sont pas engendrées par des multiplicités faisant partie 
| d’une intégrale complète à un nombre moindre de dimensions, ou qu’elles sont 
susceptibles d’un tel mode de génération. Et nous supposerons, dans l'étude 
actuelle, que nous avons affaire à une intégrale complète G primitive. 

Il en résultera que, si E est à coefficients constants, F ne contiendra aucun 
sous-faisceau H—:Y,,..., Y,} (t< 5), tel que les Y, soient à coefficients 
constants et que les y, puissent s’éliminer entre les équations Y,==0 
(J=1,2,...,¢). Car le résultat de cette élimination serait E, les Y, dépen- 
draient essentiellement de (t—s) paramètres (fonctions des y,,), et H serait 
complet. L'intégrale complete J de H (à ¢ dimensions), serait une intégrale 
complète de %, et les multiplicités composant l'intégrale complete de F 
(à s dimensions), seraient engendrées par des multiplicités faisant partie de J. 


| De sorte que G ne serait pas primitive. 


32. Ces remarques faites, supposons, en restant dans le cas des coefficients 


| constants, que ait une transformation distinguée Æ. Les équations de 
| condition (150), (151) étant à coefficients constants, on pourra supposer qu'il 
en soit de même pour 2. Or, © étant transformation distinguée de *, ce 


OX 


; . af AE 
faisceau contiendra les transformations (4: Be 


vn } Vin 


oe PR ees Sere 


Si ces transformations n’étaient pas divergentes, on aurait au moins une 
identité de la forme 


: OX D | 
(156) Raley Boe PE D CET om eS Ne 
et © ne dépendrait des y,, que par l’intermédiaire de fonctions %(v,.....14 1) 


xy 


; A ; : HD, 
en nombre w inférieur à (s — 1). Mais alors les transformations _ TE 0) 


appartiendraient aussi à #, et à F. On pourrait, dès lors, éliminer les 1, et. 
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à OX : 
par suite, les y,,, entre les équations T =o, tae (ise 1,255) 240) HeNGHEE 


serait pas primitive. : 
Observons, d’autre part, que l'on peut prendre & sous la forme 


1354) Ma Ps 08 (Kis + Ns) Ps 
Ge Smet OOS IA hie) Fe KY OL ier) saat ey Syria CCC) ae Ue 


(197) 


Ox 
Parmi les Cs, il y aura, du fait que les —— sont divergentes, (s — 1) fonctions 


NT 


indépendantes, que l’on pourra substituer aux variables y,,. On pourra ainsi 
réduire & à la forme À 


(158) T=pPp;+ YaPa + no(Y13 Ne (Ca Dn Scop, I IGS So og F))- 


x he 
et les S ne différeront pas alors des X,,(m=1, 2,...,5—1): on aura donc (') 
€ 7 
: x : 
(159) 3, — oa X,=£— Va (are pC "L, 12553 35S) 


La base de tout sous-faisceau V de & sera, par suite, 


OX of 


160 fe NS SS Eee 
( ) ) ” dm am OY 


(MO SE 


et les conditions d’involution, deux à deux, de ces transformations, seront 


CR 0? X& 


(161) xl OY m OY x mon dyi Ova 


= © CEO iy OS See 


2a 


parce gue les transformations » et, par suite, les premiers membres de 


OV OY m 
ces équations (161), étant de la forme À,p,,, (9 =1,2,...,7), ne peuvent pas 
appartenir à F. 
PT é : : : 
Si les ——— ie (1, m—=1, 2,...,8—1), sont divergentes, ces équations (161) 


ont pour unique solution 
(162) TE) (fp 0) Ql SA ES Ly Bee ei 
où v est arbitraire; et cette solution existe dans tous les cas. 
Voyons si l’on peut choisir ¢ de manière que V, ainsi déterminé par la base 


(163) avg el 
dy Oy nt 


Cn SS trens AD) 


TD 


(') Remarquons que l’image ® de E, étant donnée par l'élimination des y, entre les équa- 
IX OL 


ay”? AT Ta ; 


tions L = 0, = 0, sera la développuble enveloppe des +—1 plans & = 0. 
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soit un faisceau complet. On aura 


x VX of of Of 
(164 x, Vo — : NU ees == per, =. Vi (ILES 
) ( OX in de AL RER 0 Vus Ov; 
D'où les conditions 
(165) Ueo+ eo, Vico (CUT, 255K S31) 


‘Or, si l’on cherche à déterminer ¢ par une équation 
(166) TRU hot, AD DR NT oie) Sens, =’, 


f devra être un invariant du faisceau % de base 


(167) Ven Vig CH eae 2 ee), 


lequel sera complet, à cause des identités 
(168) Qin NN — PV, (Nits Ven) = 0 (ZW 25 oy 8s 


On a donc ainsi une infinité de sous-faisceaux V complets, et, par conséquent, 
une infinité d’intégrales complètes de E, à s dimensions, distinctes de l’inté- 
grale G supposée. Pour avoir l’une quelconque de celles-ci, il faudrait tirer 6 
de (166), la porter dans (163) et intégrer le faisceau V ainsi obtenu. Or cela 
reviendrait à faire dans ¥, sur v, le changement de variable 


(169) Fie Hi (Linu Laas Vases Jet 25 


et à intégrer le faisceau obtenu, en y traitant + comme une constante : ce qui 
équivaudrait à intégrer Ÿ lui-même. L'intégrale complète cherchée s’obtiendra 
donc en éliminant ¢ et les y,, entre les équations 


(170) J=c; Sil 21, ee, Ln445 Vis ses Ps—13 r= eG; (aah, 2, sey À), 


les f; formant avec f un système fondamental d’invariants de Ÿ. En raison de 
la constante arbitraire c, l’ensemble des intégrales complètes ainsi obtenues 
comprend æ"*t intégrales, as dimensions, de E (*). 

Ces résultats constituent, pour le cas des équations à coefficients constants, 
la réciproque du théorème initial du n° 30. 


I . UE . 
(1) Remarquons que, si l’on pose 3 = le faisceau Ÿ à intégrer devient 


_ of der ok 
Vo= = + £, TUE on Syn 


(Goin By ob) GOOF 
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33. Le faisceau & étant de degré impair (2s —1), il aura une transformation 
distinguée, d’après les résultats d’un de mes précédents mémoires ('). dans 
un cas étendu, à savoir celui où son dérivé ut % sera de degré 2s. De 
plus (*), ce dérivé sera complet, si l’on as > 2. Il n’en est pas, en ST de 
mème pour s = 2, qui constitue de ce fait, un cas exceptionnel. 

Pour toute valeur de s, # aura, dans le cas considéré, une infinité d'intégrales 
complètes à s dimensions. J’ai donné, dans le Mémoire en question, une 
méthode pour les trouver qui est fondée sur la réduction de # à une forme 
canonique. La solution générale se déduit d’une intégrale complète particuliére 
quelconque (pour s > 2, et, pour s — 2, si le dérivé est complet), au moyen 
d'une transformation de contact arbitraire d’un espace à s dimensions (*). 

Rappelons aussi que, pour s = 2, il y a un cas remarquable où la solution 
générale s'exprime explicitement au moyen d’une fonction arbitraire d'un 
argument, et de ses dérivées successives (5). C’est celui où les degrés des 
dérivés successifs de 5 (jusqu'à ce qu’on arrive à un dérivé complet), forment 
une progression arithmétique de raison 1. C’est encore par la réduction du 
faisceau à une forme canonique que l’on obtient, dans ce cas, son intégrale 
générale explicite. 


Ayant rappelé Jes résultats précédents, nous allons, dans les cas les plus 
simples, s = 2 et s = 3, étudier les diverses circonstances qui pourront se pré- 
senter, pour une équation de contact semi-linéaire donnée (d’espèce s — 1), 
relativement à ses intégrales complètes à s dimensions. Nous conserverons les 
notations que nous avons introduites successivement dans les numéros 26 à 32. 
Nous aurons donc, dans le cas s = 2, en mettant y à la place de y,, 


fay TPS NU ee Rs te 


Ox, DTA X, se 
Aucun des crochets (2 _ X j= ere (CE X,) = i ne sera nul; car si X,, par 


exemple, ne dépendait pas de y, l'équation de contact E considérée ne serait 
autre que X, =o : elle serait donc linéaire, et non semi-linéaire (au sens strict 
du terme) (°). 


(*) Sur Pintégration des faisceaux de transformations infinitésimales dans le cas où, le degré du 
faisceau étant n, celui du faisceau dérivé est n+ 1 (Annales de I’ Ecole Normale Supérieure, (3), t. 45, 
1928, p. 189). Ce mémoire sera désigné ici par M’. 

(*) Le dérivé 41 l’un faisceau F quelconque est l'ensemble des transformations obtenues en for- 
mant a crochets de tous les couples de transformations de #. Il contient #. Si la base de est 
Xa, +5) Nim, On obtient une base de 411) en choisissant, parmi les transformations X, et (XH-X;) 
des anses divergentes, en nombre maximum. Voir M’, n° 9, p. 346. 

(Cy Hour Mon? Der 

(your Mine 92 pe ete. 

(5) Voir M’, n° 48, p. 233. 

(5) En d’autres termes, Pintégrale complète définie par F ne serait pas primitive (voir n° 31). 


. 
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Comme, d'autre part, F est complet, par hypothèse, le crochet (X,, X,), ne 


dépendant ni de p,, ni de p,, sera nul, et le dérivé #"' de % sera du degré 5, 


: OX, OX, . 
ou 4, suivant que “ral = seront divergentes, ou non. 


Or, si l'on exprime que V est une involution de #, on obtient ( et a ne 
a . . rw . CS Os 
dépendant ni de p,, ni dep,, l'équation 
OX: ox 
(172) vr; ay — flo PT =O. 
2 : ONY TONG . 
Mul entraine ¢,= ¢, — 0, si — et —— sont divergentes. 


Donc, si ¥''’ est du degré 5, E n'a pas d’intégrale complète autre que l'inté- 
grale complète G définie par F; et même # n’a pas d’involution du type V autre 
que F. 

Si, au contraire,  !' est du degré 4, on se trouve dans le cas du n° 33 et Fa 


une transformation distinguée &. En raisonnant comme au n° 32, on voit alors 
of ie à = OX . y= V 
que ay * )= oy appartient a, et que l'on a 
OX | th ee a OT | 
: tt Si, —9 — }s ue ee Se je AT 
a riage) waits dis ve 


De plus V, ainsi représenté, sera complet si v satisfait à l'équation 
15.4 ) ty —("= 0. 

ee ES, 
| qui s'intègre au moyen des invariants de la transformation © + «° ese 

Si donc le dérivé de % est de degré 4, E a une infinite d’integrales 
completes, dont le calcul ne nécessite que l'intégration d’équations diffé- 
| rentielles ordinaires. Le cas où le dérivé de & sera complet, et celui ou & 
| aura des dérivés successifs dont les degrés formeront une progression arith- 
| métique de raison 1 comporteront les particularités d'intégration remarquables 
| indiquées au n° 33. 


35. Pour le cas s = 3, nous nous bornerons, pour simplifier, aux équations 
à coefficients constants, bien que les résultats que nous obtiendrons ainsi aient 
| une portée plus générale. Supposons d’abord que & ait une transformation dis- 
| tinguée &. Nous serons dans les conditions du n° 32, et nous aurons, par 
| consequent, 


phy 22 0 pee ei 
a er Oy OF) Oy, OF 01) 
(179) qe 
7 nr ) Oe _ Of Cin. eae 


17% 
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et, © étant supposé ramené à la forme (158), les conditions d’involution de V 
seit exprimées par l'identité 


Ve HO ae re GER 
(176) pre += (090 — O14 ne TE 


10€ 

Or le dérivé #1 de & s’obtiendra en adjoignant a la base de le nombre 

maximum de transformations divergentes qui se trouvent dans les trois trans- 

one pi OCB OE ae : 

formations >>> > 9,2 Le degré de ce dérivé sera donc 8, 7 ou 6. 
1 ret 2 


Ye 


x9 : Sree 2 : Nebr tee : PT 
S'il est égal à 8, il n'existe aucune relation linéaire homogène entre D? 


1 
AT PX 


Re er et l'identité (176) exige donc 
ya 2 : 


TG == 0: Co == OF Pro ne 
Les involutions V de # sont donc données par la formule 


hs zai ox of ox of | 
nee WON Bye OV Ol aoe 


et fournissent, comme on l’a vu au n° 32, une infinité d’intégrales completes 
à s dimensions. 

Si le dérivé #1" est du degré 6, on a affaire à un cas particulier de la théorie 
dont il a été question au n° 33, ct, comme F s’intégrera rationnellement (car il 
a des invariants linéaires en x,, ...,æ,,, qu’on obtient, par exemple, par la 
méthode des coefficients indéterminés, l'intégrale complete la plus générale 


de # aura une expression explicite. 

OZ ORE 
ellie eS 
dy; dy: Oy»? 


une relation linéaire homogène conique, que l’on pourra, par un change- 


Supposons enfin que #'') soit du degré 7. Il existera, entre 
Pk 
Ove 
ment de variables y, = f,(y:, Ya), Yi =fo(%1, Ya) convenablement choisi, 

dT 0 9? x, 
~—— =o, ou —— 
Oy, OY» } oy; 
condition (176) donnera, respectivement, ¢,. = ¢.,—= 0, et 33 — 6, = 6), = 0. 
D'où, pour les involutions V de #, dans le premier cas, 


ramener à l’une des deux formes — 0, pour lesquelles la | 


: OX Of OX of 

(178 vss —— M ee seas yaar 

cae | a ay ie 01° OY» ee "Oy, 4 

avec 

(178 his) T—p,+ A+B, Ae Ya) as B= b,( 72) py (= 9,9, 4, RE 
et, dans le second cas, 


OX om Of OX ‘ Of von 


(179) NEED Je er 
; Oy, oi LT Fa 


avec 


(179 bts) Epm+B+pb, Bb, We) Pie Bb ye) py (ie eos eel +i) 


L 
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Dans les deux cas, ¢, et v, sont indéterminées, et nous allons voir qu'on en 
pourra disposer de manière que V soit un sous-faisceau complet. 
Posant, à cet effet, 


wv of OX 
(180) T,= ——> Su= so + di — Re 
Ov: as Opin. CY) \ ) 


nous pourrons remplacer, respectivement, (178) et (179) par 


(181) NU Se el je Sa Te) 


9 
(182) V=j}2%,8,4+0,T,, Su Ti wT; i 


> 


avec les arbitraires w, et ,; et les crochets mutuels de ,S,,S,, T,, I, seront 
tous nuls, à l'exception de 


, =: PX AT 
(183) (5, Le dv: ’ (Sr f= A ay 
dans le premier cas, et de 

; dT Ore 

184 Sd) os) Soe) — 
(184) (Sa T:)=(S2, D) dy1dy:” (Se, ) Oy: 
dans le second. | 

Introduisons alors, comme variables nouvelles, à la place de æ,, ..., 2-1, 
des invariants £,, ...,t, de ®, formant avec y,, y; un système d’invariants 


fondamentaux [variables caractéristiques (‘)], et tels que l’un d'eux au moins, 
t, par exemple, n’admette aucune des transformations S,, S,, T,, T,. Les condi- 
tions pour que V soit complet se composent, d’une part, dans les deux cas, de 
Tw, = 0, Uw, — 0, et, respectivement, d'autre part, du premier, ou du second, 
des systèmes 

(185) SIA Ma D =—=0, SN el 0, 


(186) Si + Tr — 0, SP UT Oo tn ati Soe 


Les inconnues , et , seront donc, dans les deux cas, des fonctions des £;, 
indépendantes de «,, et (185) et (186) seront, après le changement de variables, 
des systèmes différentiels, relatifs à ces fonctions, et desquels x, aura disparu. 

Le système (185), relatif au premier cas, sera un système de Kowalewski 


(résoluble en 2 a): Quant au système (186), relatif au second cas, il 
1 1 


donnera sv, par la première de ses équations, et, ensuite, ss, par la seconde : 
et cela se fera par l’intégration d’équations différentielles ordinaires. 


35". Remarque 1. — En raison de l'existence d’une transformation distin- 
guée & dans les faisceaux # considérés au n° 35 (cas s — 3), nous aurions pu 
introduire d'emblée des variables caractéristiques, et ramener ainsi leur étude 


(!) Poir M, n° 19, p. 374. 
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à une application de celle des faisceaux de degré 4, à dérivé de degré 6 que j'ai 
faite dans un autre travail (‘). Nous en aurions conclu immédiatement, pour #, 
à l'existence, soit de deux sous-faisceaux singuliers (*)|&, S,. T,\,{X, S:,T,) 
(premier cas) soit d’un seul sous- faisceau singulier double | &, S,, T,} (second 
cas), dont les intégrales à 2 dimensions sont, pour les intégrales à 3 dimensions 
de F, des caractéristiques de Monge. Et nous aurions pu prévoir que l’intégra- 
tion se ferait, dans le second cas, par des intégrations d'équations différen- 
tielles ordinaires, parce que le sous-faisceau singulier double, ; &, S,, T,} est 
alors, ici, un faisceau complet. 

Pour n = 5, l'intégration pourra même se ramener à celle d’une équation du 
second ordre F(x, y, 3, p. q, 7, s,t)— 0. Nous en donnerons un exemple plus 
loin | n° 42 |. | 


Remarque 2. — Si, dans le premier cas, on cherche directement les inté- 
grales particulières de #, à 3 dimensions, la solution générale s'obtient par des 
quadratures. En effet, étant de la forme (178”"), une quelconque de ces inté- 
grales sera définie par la condition d'admettre trois transformations infinitési- 
males de la forme 


(185) LE Li + sv A’, ay + (99 B’ = a DE OB \; 
Oy, dy» y», 


ce qui s'exprime, en supposant l'intégrale définie par des équations 


= a) CES MNT 
par les conditions 
f Of, j Of Of, : 
(186 (ae ba VY, a: = —— Pyle a= CSS a ee EE 
)  «; ,j Fo 14; dy Vo; Oy: J Dis Nw-+ 1), 


qui devront être des identités en 2, »,, v2. quand on y remplacera sw, et par 
les fonctions de cas variables auxquelles elles se réduisent sur l'intégrale. On 


; 2 5 DE ) 4 / Vo / 
en déduit, pour ces fonctions, les conditions as re — 0, pour 
Ov, ? ay 7 
2 i : k OW Ow, : OX OX 
(J= 2,9, ..., NI), QUI exigent —— = + 01 al I — s 
? : Ste a LO eae re ( ait que 0 et Jy, Sont 
? : Os Ow, Ws 
diverg se ssi les pe A a Sy , 
ergentes ); et aussi les conditions Fi oe ae On pourra donc prendre 


Pi Li + 9(Yi)s We = Le + Ÿ(y:), © et Ÿ étant des fonctions arbitraires de 
leurs arguments respectifs; et les équations (186) donneront alors immédia- 
tement pour les /;, c'est-à-dire pour les expressions des inconnues x, 


(1) Sur les Juisceuur de transformations infinitésimales ussociés aur equations aux dérivées 
purtielles du second ordre (Journal de Mathématiques, |. 15, 1936, p. 301). Voir § 1 de ce 
mémoire, p. 303. 

(2): Voir M, § IV, p. 380. 
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les formules explicites 


AE 


(187) aa + bai f edyi+ | b; 4 dr; (Y= Maps ese 


Remarque 3. — On peut arriver de méme, pour le second cas, a des formules 
analogues : Æ étant supposé donné par la formule (179"*), une intégrale quel- 
conque de #, à 3 dimensions. 


(188) Dip J(Lis das Vs) (=D en an ene 


devra. d’après la forme (179) des involutions de #, admettre 3 transformations 
dela forme 


4 of ) ; ’ 
(189) 2, i + a by py, — = Las. (10 + by) | py (DNS eee 
1 AE 
Cela donne les conditions suivantes, pour j = 2,3, ...,n+1, 
Of; Df; Vf; 
(190) be Doi | Le ND _ =, bj) + 04 (910; + b;;). 
Ae 2 


2 : at 
En exprimant leur compatibilité. on trouve 


F Die ‘ eae Veo 
(191) ( _ — jo, er. (TE = n= Lesa A eae) 


| dr Or, Oe OG Ov; ges 


qui conduisent à prendre 


(192) Ny == Liu (2); piments (pe), 


vet L, étant des fonctions arbitraires. Posant alors 


(193) = bij + Dir Li L) + JS 


où les 4; seront de nouvelles inconnues, fonctions de y, et y:, on trouve, pour 
les déterminer, 


L 00; 00; 
(191) ah =O, note P doy 


dott, pour les x;, les formules annoncées 


ny 


(195) Day Opa Ons) Bi pe (Ub; — VY bodys. 


36. Pour achever l'étude du cas s — 3, nous supposons maintenant que le 
faisceau # considéré n’a pas de transformation distinguée. Ses transformations 
étant à coefficients constants, nous aurons 
of of | 


91 dvs’ oS) 


ea). FS! Nn, M Del BE FORTIS 
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avec 


(198) Na put Lon M1 V2) Pave (Cat he Neen a Gea OVE on eS 
à 0 of 
(199) Vi = ee Dre = Cage (heures). 


1 


En vertu du théorème du n° 30, la matrice des 6,4, (m=1, 2: h#=1, 2, 3) 
sera de rang 1. Nous pourrons donc prendre la base de V sous la forme 


(200) RB = NG Ae 1 Se US Noe (is Nae NN EE 


Les conditions d’involution de V s’écrivent alors 


(201) DANCE Ne = VEN EMA NON 


la lettre Y désignant l'opérateur 
ee dre 2 


oy pride 

Ces équations déterminent uw, el u, sans ambiguité quand le rapport de +, 
et «, est connu. Car si l’on avait YX, = 0, elles entraineraient YX, = YX,— 0, 
de sorte que X,, X,, X, ne dépendraient de y, et y, que par l'intermédiaire 
d’une certaine fonction de ces variables, et l’équation E ne serait pas le résultat 
unique de l'élimination de y, et y, entre les équations X,—0, X, =o, \;=0 
[cf. n°18]. 

Les équations (200) ne peuvent pas avoir, par suite, deux solutions en &,,u; 
et,:v,. Elles donneraient, en effet, deux involutions du type (190) : supposons 
que l’une fût représentée par les formules (190) elles-mêmes, et l’autre par des 
formules analogues 


G08 bine ee Nips ce IX a 
Ov; * dy» 


D'après ce qui vient d’être dit, v,6, —,6 ne serait pas nul. Orles deux sous- 
faisceaux |} X,, Æ,!,{T,, | de F auraient au moins une transformation 
commune, soit &, et celle-ci serait, dès lors, en involution avec V, et V,. Les 


OX OX OT , 0 : : = 
oe = Yq a et ae + bre feraient donc partiede #, 
OLD OX 


et, vie, — 6,6, n'étant pas nul, il en serait de même pour hs Alive. Mats alors U 
Yi oy 


serait une transformation distinguée de , tandis qu'on a supposé que # n’en 
avait pas. 


deux transformations ¢, 


Nous conclurons donc que, si # a une involution V, il en a une infinite, l’une 
quelconque d'entre elles ayant une base de la forme (200), dans laquelle u,, u, 
et le rapport m==v,:0, seront des fonctions déterminées de y, ety. En 
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remplaçant y, par un invariant vy, de la transformation infinitésimale 


of df : , 

a m2, nous raménerons cette base à la forme 

oe se 

(204) RUE A EEE 70 UNE Noy, Ve NE 
OV 


où u, et w, seront des fonctions connues de y et Yo, tandis que + demeurera 
indéterminée. Les conditions d’involution 


OX, OX: OX, OX, il 


(205) aes NL E 
) Ov, Hd, a 


Se = Yes SE 
Ov, dr, 


seront remplies par l'hypothèse, et il en résultera les identités 


du» 


(206) EN eee af 


SENET Bees (m1. 2). 
Ov" ic Oy ) 

Les conditions pour que V, tel qu'on vient de le définir, soit un faisceau 
complet seront donc 


Om 


207 Tnt — 0? — 
( 7) mw Ov, 


0 (CAT, Bak 


et l’on y satisfera en définissant + par toute équation 


(208) HER ST TO nee NE Cons 


où. f sera un invariant du faisceau complet 


ve Jui Of LPS ORS OF} 
(209) = 1 ‘ Ov, av’ s—- 4 Oy, dr: 


Donc E aura une infinite d’intégrales complètes, autres que l'intégrale G 

g P 8 
dornée par F, et celles-ci s'obtiendront par l'intégration d'équations différen- 
tielles ordinaires. 


37. Les intégrales faisant partie des intégrales complètes ainsi obtenues 
seront toutes engendrées par des trajectoires (à 2 dimensions) du faisceau 
complet i =};2,, &, , ('). Les trajectoires de ce faisceau seront donc, pour 
l'intégration de &, des caractéristiques de Cauchy. Pour tirer partie de ce fait, 
introduisons comme variables nouvelles, à la place de æ,, ..., x, ,, des inva- 


riants r',, ..., æ,., de Je (variables caractéristiques). On pourra les prendre de 
la forme 


(210) D Gigli Bing MIE: URN ie Da eee: eee yt ae Iles 


Of TS x 
(1) Cela résulte de ce que Vea SU ii clan Nees ne £ ‘de sorte que toute intégrale totale de \ 
La] | 


admet &, et Æ;. 
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æ, se réduira à p,, et ©, à p.; X; deviendra la transformation X’, qui s’en 


déduit en y remplaçant les p; par les p, (Pi = PE a) et 5 aa deviendra 
0: J 


(211) Ae avec L= fy rt Eur |p (5. =23, 45324; 2=ea)- 
f Ove dv: ; 


Or les identités 


Of Nour Are 
(Re) a fri) gy, X: (ie 1, D), 


qui résultent de (205), deviendront 
(213) (54 + Z, pm) = GEN: (re 1583), 
c'est-à-dire 

OL Jum 


214 = — NS TL =, 21): 
(214) re ae ( ) 


On en conclut, Z étant linéaire homogéneen x, et x2, 
(219) gee (nt ne FEY NG; 
de sorte que V se raménera à la forme 
(216) \ =| Pe pe \', +0 Pat 


La condition pour que V soit complet sera dès lors que w ne dépende ni 
de .x,, nide x,. Ces variables bes ha donc des calculs et l’on aura simple- 
ment à intégrer le faisceau | ) Xe ay vat (c’est-à-dire à en chercher toutes les 

{ Va 
intégrales à une a Comme les dérivés successifs de ce faisceau 


( OX’, Of NOX TO KE TE O 1) f 
sont jus Want eae rea etc., ce problème aura une intégrale 


RE explicite. 


38. On peut donner, pour les faisceaux # que nous venons d'étudier, des 
types canoniques explicites. Partons, à cet effet, desidentités (202), c’est-à-dire 


OX Oly S OX, __ du, 


te da Om he «ade do 
rar Nhe Oty du, 
Si l'on avait, à la fois, aa oet =o, il en résulterait que X, et Æ, ne 
Pe 1 


dépendratent que de y,, de sorte que l’on pourrait éliminer y, et y, entre les 
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équations Æ,—0, T,—0, ce qui est exclu [n° 31] : nous pourrons donc 
du. 
supposer — : S 
pposer 5 + 0, el nous poserons 


Ou, . dus 


218 ane 
re) a ae Ov, 


Considérons alors la transformation 


: . dus Ou, 
210 eg — 2. 
( o) Ov, 1 dy: 2 
Elle donne lieu aux identités 
(220) 7 =, hag 
Oy; ys Yi € 
et 
CEE dus dv, Ou, dus Ou, d'u 
22 = See — WU > = OSS — — : 
“el dy; dy Oy: er Oy? Ov, Oy? JX. 
5 0 , 5 D 
St donc n'est pas nul, on pourra donner à F la base HE = et au 
1 2 ’ BiG, ASF 


| ms Pe Ox 
sous-faisceau caractéristique 4¢ =} 2,, X,' la base XY, — 


Ov, 


Réciproquement, tout faisceau de la forme 


fg 98,82 of of 


=) | Big 070 don) 

où Z est une transformation à coefficients constants quelconque, répondra à la 
3 ORE COL: é : 2 ee. 

question, pourvu que &, — TEE soient divergentes, et qu’il n’ait pas de 


transformation distinguée : car tous ses sous-faisceaux 


. JE FL Of) 


(223) V=ir 5 TE EE 

seront des involutions. 
Remarquons que l’image ® de E, étant alors représentée par T =o, De 0, 

ae =o, est engendrée par les arétes de rebroussement de x' développables 


dy; 
(dépendant de y, comme paramètre). 
On peut, de plus, préciser davantage cette forme canonique (222) en substi- 


tuant à & la transformation 


(224) me Je ES Ne UN Un Ne 
1 { 


et en prenant u comme variable, à la place de y,. Cette transformation X prend 


ainsi la forme 


(225) X= prt Vie + (Vis Ke) Pa Gel Irs V2) Paap (6 She 2...) 
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ON oN 4 
; PE NT ie a —— Nz, 
i220) Dig ae dy; Où 


2 


de sorte que “4 ne devra pas être nul. . 
ayy 


Ou : - 
La forme (222) a été obtenue en supposant dy, nop nul. Supposons maintenant 
1 
. , OX 
He =o. Enintroduisant à nouveau la transformation (224), on aura == =; 
Ov; y's 


wv OX, 
a “=o. On prendra u, comme 
LANs 


: a ( 
car les équations (217) entrainent — + 4 Pr 


1 


ES 


variable nouvelle à la place de y,, et, en remplaçant y, par une fonction 
de cette variable, convenablement choisie, on raménera \ et WV, à être 
de la forme 

(pi) N == pi Ve fla G02) Pt Mel Va) Pos (on) 


(228) C= Js aimee iy Ae SoU Vs Ve) Pao (ope {fe Dao Un) 


On aura donc, de plus, 


OX, Ox. 
(229) Ne aie = EE 


Ds ee (Ra A): 


La forme canonique de Æ sera 


adore of ah 


(230) Fac das Oa dr, |? 


= 
I 


et l’on constate que, réciproquement, un tel faisceau & a, quel que soit le choix 
des coefficients des formules (227) et (228), des involutions du type général 


(231) | VE Se TU 


39. On a supposé, dans l'analyse précédente [n° 26a 38 | que l'on connaissait 
une intégrale complete (primitive) de l’equation de contact semi-linéaire consi- 
dérée. Supposons maintenant que l’on ait affaire à une équation de contact E 
donnée, et que l’on se propose : 1° de reconnaître si elle est semi-linéaire d’une 
espèce (s — 1) donnée, au sens strict du mot, c’est-à-dire si elle a au moins une 
intégrale complète primitive à s dimensions; 2° s’il en est ainsi, de trouver 
toutes ses intégrales complètes as dimensions, ou toutes ses intégrales appar- 
lenant à ces diverses intégrales complètes. 

Conformément aux généralités des deux premières parties de ce Mémoire 
[n° 4,5, 11,18], la surface ®, image de E dans l’espace projectif (papa: ... : D 
devra, pour que E soit semi-linéaire d'espèce (s — 1), ètre engendrée par æ‘=! 
droites à r—1=n—s dimensions. Supposons qu'il en soit ainsi, et que l’on 
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ait trouvé, par les méthodes de la géométrie analytique, un tel mode de géné- 
ration. Les équations générales des génératrices seront de la forme 


DNA td qe ees than A «toy Past ) Plane 


\ 
232 à 2 
(232) 


VO Te Eee l'E TMD ee ts ), 
les y,, étant des paramètres essentiels. On aura alors à reconnaitre si le faisceau 


“ps re w 2 of | 
| Him, oie be ca 


Sr ie oS 
Oy, ONES 


a des sous-faisceaux complets 


HSS ONIN ESANRER AA Vel Ge Vous) A RS (SS ee ae 
et à trouver et intégrer, le cas échéant, ces sous-faisceaux : car les intégrales 
completes cherchées seront celles (à s dimensions) de ces sous-faisceaux V. 

Si le sous-faisceau F=}X,,..., X,! se trouve être complet ('). ce qui sera 
toujours le cas st E est à coefficients constants, on pourra appliquer, tels quels, 
les résultats obtenus ci-dessus. 

Dans le cas contraire, on aura à chercher d’abord les sous-faisceaux V qui 
seront des involutions de #, car c'est parmi eux (s’il y en a) que devront 
se trouver, éventuellement, les sous-faisceaux V complets. S'il n'v a pas d’invo- 
lution V, l'équation E n’est pas semi-linéaire d'espèce (s— 1). S'il y en a une 
et une seule, E le sera si cette involution est un faisceau complet : et elle aura 
alors une intégrale complète et une seule G, relative au mode de génération 
linéaire de ® considéré, laquelle s’obtiendra par l'intégration de ce sous- 
faisceau V complet. 

C’est, comme on l’a vu aux n° 27 à 29, ce qui a lieu pour les équations E 
semi-linéaires (d'espèce s — 1) générales. Leur intégrale complète as dimensions 
(unique) s'obtient donc par l'intégration d’un système complet de s équations 
aux dérivées partielles du premier ordre linéaires et homogènes à n + s variables. 
Si l’on effectue cette intégration par la méthode de Lie-Maver, on sera ramené 
à intégrer une équation linéaire homogène unique à n +1 variables, c'est- 


(') On pourra se ramener à ce cas, dès que l’on aura déterminé un sous-faisceau V de Æ qui 
soit complet, en prenant comme variables nouvelles. à la place des ym, des invariants )},. 
en nombre (s—1), de ce sous-faisceau. Les V,, tels qu'ils sont écrits dans les formules (223) 
deviendront les transformations X/, qui se déduiront des X, en faisant ce changement de variables 


dans leurs coefficients : ce faisceau F’ = | X, ..., Xi; sera complet, et l'on aura 
To D) 
NN Sh ee 
( D or Ov, 


On voit par là qu'il s’agit, au fond. dans notre problème, de trouver les changements de variables 
“hy nt D On Do cose oe) Ar ines TEE s—1) qui. effectués dans les coefficients 
des X,, les changent en des transformations Nj, "telles que | Nj. .... Xi} soit complet. 
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a-dire à une opération de la mème nature (à l'intervention près de s—1 
paramètres constants), que si l’équation E était elle-même linéaire. 

S'il va plus d’une involution VY, il y en aura une infinité, et la plus générale 
dépendra d'un certain nombre d’ aRrete Cy) Cas sr te IL S’agira alors®de 
déterminer ces arbitraires, en fonction des variables x,,...,æ,.,5Y1,..., Ys ty 
de manière qu’une telle involution V soit un sous-faisceau complet de . Les 
intégrations nécessaires ne différeront pas essentiellement, dans les cas que 
nous avons examinés, de celles auxquelles nous avons été conduits en suppo- 
sant connu l’un de ces sous-faisceaux complets. 

Des exemples, choisis dans les divers cas que naus avons étudiés, éclaireront 
et préciseront ces généralités. 


40. Exempte 1. — Soit donnée l'équation 
(231) psp M, Le, 25: Ci) Ps li = 0: 


Elle représente, dans l’espace projectif (p,:p::p.:p,), à trois dimensions, une 
quadrique réglée. On se propose de choisir M de manière qu’elle soit semi- 
linéaire, et de l'intégrer dans ce cas. 

Onaicin—=3,r—1—1; donc r = 2, s = 2. Ilya deux systèmes de géné- 
ratrices. Considérons, par exemple, celui qui est defini par les équations 


(235) = = +) Ds: o=X;=p»+)Mp.. 


À ine, sere i, : Le? À À 
Le faisceau & à considérer sera # HD Xe, nat et l’on aura à étudier ses 


sous-faisceaux ayant une base résolue de la forme 


(236) DÉPENS Ve pe pe Mpi eae 


En exprimant que c’est une involution, on trouve 


: ‘0 log M. 0 log M 
eer ae 8 (eee was mi ae ) Heisei 


% aura done au plus un sous-faisceau complet, donné par les formules (236), 
(237); et il reste à voir si l’on peut choisir M de manière que ce sous-faisceau 
soit effectivement complet. On trouve, pour cela, les conditions 


1238) d* logM 9. 9° log M a7, M 0? logM dé 9 logM | 
Ory Ors Ox, Ox, DL Ona, 
On satisfait aux deux premières en posant 


{ 234 | M ee AN}, T's) Gt l, 2 
BLENDER 
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ce qui ramène la troisième à 


(240) (+ ne tes aay 
A dr, dr, B 0x, dx, 
En y donnant des valeurs numériques particulières à x, etæ.,, puis à x, et 2°,, 
on en conclut 
(OMe Hew fe logA t @ loeb 
241) de RARE ET 
BW Veen, Mie os B dr, Ox, rail 


chaque ©; étant une fonction de à; seul; et, par suite, 


G hy (Ur A dd 4 
( 242) — T2Y7 M ae 23 . 
D by? B dy, 
Posons alors 
(243) U= Ado, V=BuA,. 


et nous aurons, d'après (232) et (231), 


Ploev - 


O20, 


PlogU | Tl. 


DEAN) EE 


(244) Me : : avec. Ne 


V 


De là, d’après le résultat classique relatif à l'intégration de l'équation de 
Liouville, 


(245) 


chaque Ë; étant une fonction de x; seul. 
Faisons maintenant le changement de variables 


(246) eS eer (i=, 2.3), 4); 
et il viendra, en désignant par p°, p,, p,, p, les nouvelles coordonnées d’orien- 
tation des éléments de contact, 
(247) Pa Xe = Pala AX y= Po AL, (=e WD, Be UNE 
d’où, pour la transformée de (234), l'équation 
(248) POP La Y= Py PT + OY 

Les équations (234) semi-linéaires sont donc celles qui se déduisent par des 
transformations de la forme (246) de l’équation type pour laquelle on a 
(249) Mr er (an ee as). 

Pour avoir l’intégrale complète à deux dimensions (unique) de cette équation 
type [relative au système (235) de génératrices de la surface image|, il 
faudra intégrer le faisceau complet qui a pour base 


Vf 
(250) Vieptops— sur À, Vo=pot+yMp,. 
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M étant la fonction (249) et w étant donné par 


1 1 
DOT CS SS SS 
yt ds L'o qs 


On trouve sans difficulté son intégrale générale 
(292) [Dias ee ile ~~ = tly, La + a == (13; 


d'où, en éliminant y et «', l'intégrale complète cherchée 


Li — Uy La — As 


(293 CR) A EE = 0 = — — 
) (ry (li) 4 3 2 Li +A + 


=k, 
avec les trois constantes arbitraires @,, ds, as. 

En raison de la symétrie de l’équation type, on voit qu’elle a aussi une inté- 
grale complète à deux dimensions relative au second système de droites de sa 
surface image : elle se déduira de (253) en y échangeant, par exemple, x, et æ.. 


41. EXEMPLE 2. 


(294) (Ps Ps— Pops? — 4( Ps Pa— Ps) (P2Ps— Ps) = 0; 


qui a pour surface image la développable engendrée par les tangentes à la 
cubique gauche 


Vr 


(2: 


) EDs rae AN oats 
L’équation générale des plans osculateurs de cette cubique est 
(256) 0—=T—=p;—3yp:+ 39? p;— Y'pr. 

et celles de ses tangentes sont, par suite, 


: Ox 
(205) Ona o=— : Oy =X:=pr:—2yps AD se 


à ‘ Set COLO 
Le faisceau # à considérer est donc ir ae Pat on a, comme dans 
exemple 1, n=3,5=2,r—2, mais & a ici une transformation distinguée 


qui est & [cf. n° 34]. Le dérivé #") est læ, 15 ca at et le dérivé 


second #*) est le faisceau général Pus Pas Ps» Ps: SL et il est, par conséquent, 
complet. Les degrés de #, #1), 4% étant 3, 4, 5, on est donc dans le cas, 
signalé au n°33, où # a une intégrale générale explicite. Conformément a la 
méthode que j'ai donnée pour l'obtenir dans mon Mémoire de 1928 
[M, n°15, p. 233], nous prendrons d’abord comme variables nouvelles, à la 
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; : : . TR TIRE : 
place de x, et x,, deux invariants du sous-faisceau F — a on : à savoir : 
oy 


(258) STE DES AN AE 2. Sy OM te. 


ce qui ramène * à la forme 


4 SEM ) } ) 
(299) RE ) Pv PP, x + 5 - + (017, +922) a Le 
: A = . 4 
Il suffit alors de remplacer x, par le coefficient de #2 dans la troisième de ces 
1 


transformations de base, en posant 
(260) So 6) x; +27, 


pour achever la réduction de ‘ à la forme canonique 


(261) sf UOTE ed, US 
, ; ts ae es 0, 07102) 


La forme générale de ses sous-faisceaux complets est alors 


RP ER PR TR ae OF |) 
(262) Vic= fF te ps aa cana ak ag > Eade ha 


e étant une fonction arbitraire de ses arguments. L’intégration d’un tel sous 
faisceau équivaudra à celle du système 
(263) ds — =; dy = 0, ds — 5.d) =0, da — 6 dy =o, 


c'est-à-dire de l’équation du troisième ordre 


\ 


az tan de de 
(264) as os) 


L'intégrale complète quelle fournira sera donc de la forme 


ow ow 
(265) War, a, a3), Sy 


dy, 43, 4, étant trois constantes arbitraires. Dans l’ensemble des intégrales 
complètes ainsi définies, W sera, en définitive, comme +, une fonction arbi- 
traire de ses arguments. Les intégrales complètes à deux dimensions de E 
seront donc définies par ces formules explicites, étant entendu que les 
premiers membres devront être remplacés par leurs expressions (258) et (260) 
et que y est une variable auxiliaire qui sera, en principe, à éliminer. On 


2 


Oz O*s 5 
remarquera que l'on a 3,= 557 42= 555 de sorte qu’en posant 


(266) Q= yiayt part YXst 2, — W(y, Gi; An Ur); 
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les intégrales complètes seront définies par les équations 


OQ _ oQ 


== St) a 
> oy Ov 


I 


(267 ) Qe 


EAN 


Elles seront donc composées de multiplicités réglées (à deux dimensions) 
osculatrices à leurs plans tangents le long de leurs génératrices; chacun de ces 
plans tangents devant être parallèle à l'un des plansy’ 2, + y?2,+V@;+2,=0. 


42, Exempte 3. — L’équation de contact E considérée sera ici l'équation à 
coefficients constants obtenue en éliminant y, et x, entre les équations 


0=€ = pi + 3 Ps} + 3payet 3: Yi + 3Ps) 2 + Pol Yi +2) 


res Os eh Ne dr 
{208 ) Dials i: Oy, Sale Se ie td à 
\ 1 OX Oh Vo D ,2 
DEN SE D); 5 Yo 9e 
3 one et eur 
ae seep eo | a CEs SOL Ol einer 
PT, —; —> > —— : On aura 
Le faisceau à intégrer sera donc TE de de A 
; OX ne = 
donc n= 5, s=3, r=3; et —~_ =o [ef. n° 35]; est, du reste, pour #, 
AOF 


une transformation distinguée. Le nombre total des variables est 8, le degré 
de est 5, et celui de son dérivé, qui est 

( + DRM MOT CR VO fam, a) 

(7 2v" Oy.” dpi OYE? ds Oy2S 
est 7. Si done on prend comme variables nouvelles, à la place de æ,, x, æ,, 
Ts, x,, des invariants de © (variables caractéristiques), x, disparaîtra des 
calculs ('), et l’on sera ramené à intégrer un faisceau de degré 4, à 7 variables, 
et à dérivé de degré 6. C’est le type d'intégration des équations aux dérivées 
partielles du second ordre F(a, y, 3, p, q,r,s,t)— o. Pour trouver l'équation 
du second ordre correspondant à notre exemple, nous n’aurons qu’à suivre la 
marche indiquée dans notre Mémoire cité au n° 35 (?). 

Prenons donc, comme variables nouvelles, d'une part, 


LE Ly— WN t+ 8 Yi di, 


(209) VST — ANH + 3Yidi, 


I Ty Vida — Vida Avi + VE). 


- : : . IX OX , 
qui sont des invariants du sous-faisceau X, > |, et, d'autre part 
| Oy, dy: | 2 L 


‘pte — Qa, . Ca 24, , 
(250) U = L>— 3 V2). = y= 8 245 


Ci Your M, n°19, p. 374, et, plus particulièrement, la fin de ce numéro, p. 375. 
(=) No 3, p. 306, du Mémoire. Your aussi M, n° 23 et suivants, p. 381. 
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qui sont les invariants de & les plus simples. La base de % deviendra ainsi 


An Oh OE daudr 


: 2 PV NE Er , 2 AC Dist ag 9 
Ov; Ox Oz OV, Oy "NUE Ou de? 0x, 


| etil suffira de poser 


iE I 
(2929 PFs: dq = >, SS — EN 
p au > 


pour avoir la forme canonique cherchée pour #, 


me ee ae eee ee omy di vf 


de “PF ds Op dy ods Og? OF Or? Del’ 


composée du faisceau associé à l'équation aux dérivées partielles du second 
ordre | 


(274) a 
et de la transformation distinguée LA 
PA 
On a, pour #, l'intégrale générale 
Mys)hns—q(z) Evry pv, ger), r=o(r), t=#(y) 


où 9 et Ÿ sont des fonctions arbitraires de leurs arguments respectifs, x et y: 
et, par suite, l'intégrale générale (') de E résulterait de l'élimination de y, 
et y, entre les équations 


6 == OC) (97); DOM), de 0) 
p70) 


ou o'(æ) +1», DUO? let NX 
apres substitution aw, y, z, u, v de leurs expressions (26g) et (270). 
43. Exemete 4. — Ce dernier exemple se rapportera au cas considéré aux 


n* 37 et 38. L’équation E, à coefficients constants, sera le résultat de l’élimi- 
nation de y, et y, entre les équations 


OSX — pa + 3 Ji) + SPT Pa + is + 372 pat 2)apa + DG ps) 


a Si ta 
( Gre =; un = Pps Pa VG Pe 202 (Je ps) 
277 ga 
yx : 
Oper ee - De = Ps 4 Pat Maps X3. 
CHA | 


ay bes opi Pe Bee pyre CON i ae ee eee aes. 
(1) L'intégrale complète ( donnée par F = ms ad Pa GStrepar aUleuns, MR gy == ten 


2= Ys, à, J, 3 étant les invariants (259) de F, el y1, Ya, 3, Ys, Ys étant des constantes. 


{PR 
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On trouve l'équation du septième degré 
(278) 0 —=pi(p1p3 — 2PaPi Ps — 8Pi ps + 4pspiy 

is (pp: = 7 PalsPi Ps 2e 2 Ps Pips = 4Paps ) (pep; — dps Py Ps + HAN 


z ON PX à ) 
Le faisceau # à tes est pere GX OX, TN On atone = RS : 
Ov, 01 O14 02h) , 


r= 2. On vérifie sans peine ae n’a pas de transformation distinguée. 

, HA ros lan Fe 20ND] Sa 
Le sous-faisceau JC — 'X, —' a, comme F =) X, ——, ~~; des invariants 
i aya LA dag dr) 


linéaires : on peut prendre 


D, == Fy — 2 ty SNe NEE 
(279) 1, == ts — (| ¥5 +202) te ATT. 
P= ri 2M eee 39) 424. 


qui se réduisent respectivement à x5, 2,, x, pour æ,—#,—0, et que l’on 
trouve, par exemple, par la méthode des coefficients indéterminés. Si on les 
prend comme variables nouvelles à la place de x3, x,, æ,, le sous-faisceau J 
: P Of OF. ; ; E 
7 Î Ae 
devient }P1> Ps, et XG a ors deviennent, respectivement, en désignant 
ON re ; : : 
les Jr U=3,4,5), par pis 
Sif 


N= Pat ip, + aps: 


yr 
Wh = 7, — 2(4uy»— 3 942,) Ni); 


(280 ) Oy, 

re sf + Sa Nip Pad — 20 (ap) 
de sorte que l’on à 
(281) PA Meals, aie 
Les involutions, de degré 3, de # seront alors de la forme 
(282) VND PARIS PU XE ++ de . 


et les conditions d’involution donnent facilement u,— u,—+,—0o. Ces invo- 
lutions sont donc 


(283) Vie War Pa NA oa 
« demeurant indéterminé. Ce seront des sous-faisceaux complets de #, si v est 
une fonction, arbitraire d’ailleurs, des variables x’, 2, x, ¥1, Ya. 
yee : je (ee mel OER ae) ; 
Jes Invari: s-fais =) À, — que 
Les invariants du sous-faisceau K +, ae Ne \ devenu jj, fa, X,) SOnts 


par exemple, 


1/ LE Loups rade M 
(284) Mg SS ee LEP rl) 
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ce qui donne l'intégrale complète de E relative à F : 


rs An NA) Nac Po poe ay = Ne Di) = 3 ee Se Nn, 
(285) U Jia DA vo 2 ea) AE 


avec les constantes arbitraires y,, ya, Ya, ve 
Quant aux intégrales complètes fournies par les sous-faisceaux complets du 
type (273), on obtiendra toutes les intégrales qui en font partie en intégrant le 
faisceau LP pue D, ot par conséquent, en faisant abstraction des 
ai 
variables æ,, x, et intégrant, relativement aux autres variables, le fais- 


3 of é = 3 à 5 ; ; er 
ceau ASC sil. Or ce faisceau est intégrable (c'est-à-dire a une intégrale géné- 
AA ; 4 


ans et , ! ! ! Of | = ieee 

rale explicite), parce que son dérivé est } p,+ yop, p,, ai? qui est de degré 3 
et complet [cf. n° 33]. 

Pour trouver son intégrale générale, il suftira, conformément à la méthode 


déja employée au n° 41, de prendre comme variable nouvelle, à la place de x. 
l'invariant 


(286) FO es EVE 
{ 


de son derivé, ce qui le ramène à la forine canonique (‘) 


FF Veau. bof] 
(287) ie Maat Ue rte 
dont l'intégrale générale est 

(288) or), =" (x4), 


4 étant une fonction arbitraire de son argument. 

En tenant compte des expressions (279) et (286) de æ,. x, x, x,, l’inté- 
grale générale de E, à trois dimensions, sera donnée par l'élimination de y, 
entre les équations | 


(289) TEE OK CERN Seer ie) Mee; 
Elle dépendra de la fonction arbitraire 9 et des deux constantes arbitraires y, 


et c. Pour avoir une intégrale complète, il suffirait de prendre pour ¢ une fonc- 
tion arbitraire de x’, et de deux nouvelles constantes arbitraires c, et c.. 


: : ae Of Of of) ae aoe . 
(*) Avec les notations classiques, c'est le faisceau RE ae oe: ap dont les intégrales sont les 
multiplicités de contact à une dimension, 5 = 2(.r), p = ¢'(.r). For, par exemple, notre Mémoire M’. 


Merde, D 218. 


SUR 


QUELQUES CRITÈRES 


GÉNÉRAUX DE RÉGULARITÉ 


ET 


DE STABILITÉ 


Par M. Frorin VASILESCO. 


oe) Sean ae 
A Tenet Lesescue. 
* Objet du présent travail. 


1. Nombreuses sont les questions de la théorie moderne du potentiel où 
interviennent la capacité d’un ensemble, la distribution et le potentiel capaci- 
taires. On est souvent amené à considérer, en particulier, avec la distribution 
capacitaire sur un ensemble fermé borné E. celle sur un sous-ensemble e de 
même nature. Les potentiels capacitaires s’introduisent par leur propriété d’être 
à p. p. p- (à peu près partout, c’est-à-dire partout sauf sur un ensemble de 
points de capacité nulle) égaux à l'unité sur E ou e. 

Il y a lieu de remarquer que l’on passe de la distribution capacitaire sur E à 
celle sur e par un balayage de la première. Le potentiel capacitaire se conserve 
alors à p. p. p. sur e et demeure égal à l'unité. En réalité c’est surtout cette 
propriété de conservation qui intervient plutôt dans les démonstrations. 

On peut, dès lors, se proposer de rechercher s'il ne serait pas possible de 
remplacer, dans les démonstrations, les distributions capacitaires par des distri- 
butions positives plus générales issues de balayages puisque leurs potentiels 
possèdent la même propriété de conservation. On enrichirait ainsi l'outil de 
recherche, ongagneraiten généralité, on multiplierait les choix ct l’on pourrait 
espérer obtenir des résultats nouveaux dans leur objet même. 

Dans une première partie de ce travail, nous nous proposons de montrer de 
telles possibilités par quelques exemples dont la matière est fournie par les 
critères de régularité de Wiener et de de La Vallée Poussin et de stabilité de 

| Keldych-Lavrentieff-Brelot. On ne sera pas surpris de constater, après ce que 
l’on vient de dire, que les démonstrations soient calquées sur celles données 
par ces auteurs mais on obtiendra, du même coup, des résultats plus généraux. 


Oe 
4. ee 


Ann. Ec. Norm., (3),:LIX. — Fasu. 
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On peut adopter un autre point de vue, parfois plus général que le précédent, 
suggéré par le fait que les distributions et potentiels capacitaires, de par leur 
caractère particulièrement simple, sont d'un emploi commode et conduisent 
a des résultats essentiels. On peut se proposer d'élargir de teis résultats 
moyennant un passage de tels distributions et potentiels à des distributions et 
potentiels quelconques, non nécessairement issus de balayages. 

Les deux points de vue visent à l'enrichissement des méthodes de recherche, 
le premier par la généralisation de l’emploi du balayage, le second par le 
passage des distributions et potentiels capacitaires à des distributions et 
potentiels quelconques. : 

Il est à prévoir que les résultats obtenus seront différents selon que l’on 
adoptera l’un ou l’autre de ces points de vue pour l’étude d’une même question, 
lorsque cela se peut. Il-pourra arriver que l’un de ces résultats soit plus général 
que l’autre. 

On en aura des exemples dans la seconde partie de ce travail où l’on envisa- 
gera les critères de régularité du second point de vue. 

L'étude qui suit n’a pas et ne peut pas avoir l’envergure que réclame l’étude 
approfondie des deux principes exprimés par les points de vue précédents, car 
ce sont surtout des exemples d'application de ces principes que l’on a voulu 
donner. Ceux-ci demeureront néanmoins dominants pour nos investigations 
ultérieures. 


M. de La Vallée Poussin a donné, dans un travail récent ('), un critère de 
régularité plus général que celui de M. Wiener. La nouveauté réside surtout 
dans le fait de considérer des ensembles , plus généraux que les ensembles I, 
(voir plus loin n° 5) introduits par ce dernier. Voici comment ils sont définis. 

Soit P un point d’un ensemble fermé E. Mettons E — P sous la forme 


EP=T TE ET... 


l, étant un sous-ensemble fermé borné de E et les T, pouvant empiéter entre 
eux. Ils sont astreints à la condition suivante : il existe deux nombres r(entier) 


dr+r 

da 
appartenant respectivement à T,., et T, soit <A, quel que soit n. Il résulte de 
la, d'une part, que l’on a 


etk <1 tels que le rapport 


des distances de P à deux points quelconques 


don dinsr her de El, 
d'où 

di—> 0 lorsque 1—> 
et, d'autre part, que 1, et T,., n’empiètent pas. 


(1) Bull. cad. Belge, 5° série, t. 24, 1938; fase. 6-7 et 11, pp. 368 et 672. 
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On peut remarquer que les nombres pr et 4? se correspondent, donc que l’on 
peut supposer # aussi petit que l’on veut, si besoin en est. 
Le critère de M. de La Vallée Poussin s’énonce ainsi : 


Le point P est régulier ou rrrégulier selon que la série 


w(P)+u(P)+ ...+4u,(P)4+... 
diverge ou converge, u,, étant le potentiel capacitaire de T,,. 


Dans cet énoncé, la notion de point régulier est définie par l’auteur de la 


| manière suivante : 


Si l’on désigne par y, une sphère de centre P et de rayong, par W le potentiel 


| capacitaire de l’ensemble y,E (partie commune de y, et E), on sait que W(P) 


ne peut que décroitre si © +o. 
e 


St 
Lim Wb) 
. as 
P est dit régulier. 


St 
ln We (eet, 
p>0 
P est dit rrrégulier. se trouve, pour £ assez petit, sur la frontière extérieure 
de y.E. 
M. de La Vallée Poussin démontre que, dans ce dernier cas, 
lim W(P) =o. 
a0 
Cette propriété est essentielle pour la démonstration du critère. 

La définition précédente étend et précise celle de M. Wiener en ce qu'elle 
désigne par irrégulier tout point de E qui l’est également, dans le sens de Wiener, 
pour l’ensemble ÿ,E, si ¢ est assez petit. Les autres points de E, y compris ses 
points intérieurs, sont réguliers. 

L'auteur démontre que l’ensemble des points irréguliers ainsi définis est de 
capacité nulle et que : si l’on balaye sur E des masses positives portées par son 
complémentaire, le potentiel se conserve en tout point régulier de E. Cette 
dernière propriété nous sera utile plus loin. 

L'auteur démontre encore d’autres propriétés qui coincident avec certaines 
de celles que l’on connaissait déjà (') et que nous ne rappelons pas ici car 
nous n’aurons pas à nous en servir. 


(1) F. Vasizesco, ./etuulités se. et ind., tase. 660, M. Riesz, feta de Szeged, LM. 1938, p. 1: 
, 


M. Brezor, Bull. des Se. muth., 1939, p. 83, el Bull. Lead. Belge, 5° série, 1 25, 1939. fase. 1-4, 
Po i25) 
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3. Nous aurons besoin, pour la suite immédiate, des propriétés suivantes 
dont la premiere est évidente. 


a. Soit ¢ le potentiel d'une distribution positive u dans I’ espace a distance 
finie. C'est une fonction surharmonique et, comme telle, semi-continue infé- 
rieurement. Considérée sur E, elle atteint donc son minimum, qui est positif 
(non nul si¢ ne l’est pas identiquement), en un point de E. On peut, dès lors, 
multiplier la distribution par un nombre positif de maniére que le nouveau 
potentiel ait un minimum supérieur à l'unité sur E. 


b. Si l'on balaye la masse de y. sur %.E, la nouvelle masse tend vers zéro avec £ 


stv est borné au voisinage de P. 


Cette propriété est de celles qui font l’objet de la première partie de ce 
travail. Elle étend, en effet, au balayage d’une distribution générale, la propriété 
bien connue de la distribution capacitaire (dont la masse est la capacité). 

Pour la démontrer, il suffit de considérer Ja distribution capacitaire « sur y,E 
et d'appliquer la lot de tae (*) aux distributions x et u, (issue du 
balayage de u. sur y,E). Le potentiel de cette dernière stancelesiges par ¢,, 
ona 


Be (YE) Sf vedas M.cz, 
Je 


M étant le maximum de 6 (borné) sur y,E et c, la capacité de y,E. Comme c, > a 
il en est de même de u(Y,E). 

À la vérité, il serait plus intéressant de donner, de cette propriété, une 
démonstration directe sans le secours de la propriété analogue de la distribution 
capacitaire. Telle qu'elle est, cette démonstration relève plutôt de la seconde 
partie de ce travail car elle consiste à passer de la distribution capacitaire à 
une distribution non capacitaire. 

Quoi qu'il en soit, voici une conséquence de cette propriété. 


c. Le potentiel v, de 11, tend vers zéro avec 9 en tout point autre que P. 
Car un tel point finit par ne plus être sur +,E, s’il l’a été, pour ¢ assez petit 
RNA da di Edo : oft 
et ¢,(P) par devenir inférieur à q bc YH), d étant un nombre fixe positif. 


Rappelons encore une formule donnée par M. Riesz : 


d. P étant un point quelconque de l’espace et x, la distribution sur K issue du 
balayage de la masse unité en P, on a 


‘ (P)= f edaw. 
E 


(1) DE LA VALLÉE Poussin, Actualités sc. et ind., n° 572: Math. Gazette, |. 24, 1938, p. 17 


SUR QUELQUES CRITÈRES GÉNÉRAUX DE RÉGULARITÉ ET DE STABILITE, 279 


| Cette formule résulte de la loi de réciprocité appliquée aux distributions U. 
> et % moins la masse unité en P. Elle montre que si une distribution positive 
| répandue sur E est telle que son potentiel soit inférieur aa p.p.p. sur E, il lui 
est inférieur partout. 


4. Nous allons maintenant étendre, aux distributions générales issues du 
« balayage, la propriété donnée par M. de La Vallée Poussin comme définition de 
| la régularité. 


Soit u une distribution positive dans | ‘espace de potentiel v borné au voisinage 
du point P de E. 
| Le potentiel +, de la distribution W., balayée sur Y,E est égal à « en P, si P est 

régulier. 
Su P est irrégulier v,(P) diminue à partir d'un certain cetl’ona 
limy,(P)=o. 

Il résulte de là que la définition de la régularité peut être donnée aussi bien 
au moyen de balayages à* partir d'une seule distribution 11 de l'espace telle que 
celle de Vénoncé qui est d'ailleurs quelconque. 


Les distributions capacitaires considérées par M. de La Vallée Poussin ne 
sont donc pas indispensables à cet égard et l’on aurait intérêt à faire la théorie 
| générale de la régularité a partir de cette définition plus générale. 

Cette définition peut être rapprochée de celle, donnée par certains auteurs ('), 
| de la régularité d’un point frontière d'un domaine au moyen d'une seule fonc- 
| tion continue sur la frontière, nulle au point considéré et positive ailleurs, pour 
laquelle la solution de Wiener doit tendre vers la valeur donnée en ce point. 

Passons maintenant à la démonstration de la propriété énoncée. Elle sera 
} calquée sur celle de M. de La Vallée Poussin et confirmera, de ce fait, les consi- 
dérations développées au début de ce travail. 

Tout d'abord, si P est régulier, on a vu (n° 2) que «,(P)= ¢(P). Supposons 
donc P irrégulier et y,E de capacité non nulle pour tout ¢ (c’est-à-dire tel qu'il 
supporte une masse de potentiel fini) sans quoi la propriété serait évidente. On 
peut alors trouver un p à partir duquel P soit sur la frontière extérieure de y,E 
et une partie de la masse dans le domaine infini extérieur à y,E. On sait que, 
| dans ces conditions, le balayage de p. sur y,E diminue le potentiel en P. Cette 
propriété est d’ailleurs démontrée plus loin par une autre voie (n° 8). 
e,(P) diminue done à partir d’un certain ¢. Ce fait résultera d'ailleurs de la 
démonstration qui suit. Sa valeur est donnée par la loi de réciprocité appliquée 


EE eS eS Se 


(1) BRELOT, Joc. cit. et antérieurement Leprscue, C. À. Acad. SC AS T0 1 D 0410 
BouLiGanp, Annales Soc. math. pol., 1925, p. 89. 
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à la distribution u, et à la masse unitaire placée en P dont soit U le potentiel : | 
EC) = | U dpe. 
. “sE 


Évaluons l’intégrale. En désignant par y, une sphère fixe de rayon ¢, centrée | 
en P (irrégulier pour y,E situé sur la frontière extérieure de cet ensemble) et | 
en balayant sur y,E la masse unitaire de P ('), U se conserve à p.p.p. sur YE: | 
la loi de réciprocité appliquée aux distributions vu, (répandue sur y,E, £ < £v) 
et u, que l’on vient d’obtenir sur y,E, donne 


BP) f U du, = jh U dp. = ce apy 
VE YE “VE 


0 


=; e: db + [ Fe do = Abo(Y:E) + é ed py. 
ye EYE 


YE—YE 


À est ici un nombre positif inférieur au maximum de ¢,, donc de ¢, sur 7,E. Or, | 
lorsque 2 +0, u,(y.E) +> o (car il n'y a plus de masse en P) et il en est de 
même de la dernière intégrale car, d’une part, ¢, + o aux points d’un ensemble 
YoE—y,E(¢<'<¢,) d’après (n° 3, c) sur lequel la masse de x, reste 
supérieure à un € donné et que, d'autre part, u,(y.E) <« à partir d’un o’ fixe. 
Il en résulte que 

lime,(P)=o, 

po 
ce qui démontre la proposition. 

On doit remarquer que le fait que P est irrégulier est intervenu par la posst- 
bilité de balayer la masse unitaire de P, pointirrégulier de y,E, sur cet ensemble. 
C'est pourquoi il n’était pas nécessaire d’attirer l’attention, au début de cette 
démonstration, sur ce que »,(P) diminue. 

Il serait cependant intéressant de démontrer la possibilité de ce balayage a 
partir de la définition de Virrégularité donnée au moyen des balayages d’une 
distribution quelconque (n° 4) (conf. aussi n° 3, 6). Nous n’examinerons 
pas cette question ici. 


5. Les résultats précédents nous permettent de donner du critère de 
M. de La Vallée Poussin la généralisation suivante : 


Soit yw. une distribution positive dans l’espace de potentiel v borné au voisinage 
du point P de E et désignons par u, le potentiel des masses balayées sur 
l’ensemble I, (n° 2). Le point P est régulier ou trrégulier suivant que la série 


(1) u(P)+u(P)+...+ua(P) +... 


diverge ou converge. 


(1) O. Frostman, Acta Szeged, t. 8, 1937, pp. 149 et 202; t. 9, 1938, DiS. 
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Remarquons, tout d’abord, que si l'on multiplie & par un nombre 2, les 
termes de cette série subissent la mème modification et la série garde sa nature. 
Supposons donc, en vertu du n° 3, a, que « soit supérieur à l'unité sur E. Cela 
nous sera utile pour la dernière partie de la démonstration, calquée sur celle 
de M. de La Vallée Poussin. 


Supposons la série convergente. Alors P est irrégulier, car pour n assez grand 
le reste R, de la série est inférieur à ¢ et l’on peut prendre o assez petit pour 
que T,,T,,...,T,_, soient extérieurs à Y-, auquel cas ¢,(P) << R,< € en vertu 
de la définition des T;. On conclut par le n° 4. Il est peut-être utile d’insister 
sur l'inégalité précédente. Elle vient de ce que la somme des T,,,, contient y,E 
(P excepté) et que, à part quelques-uns, chaque T,,,,, est contenu dans y,E. Il 
en résulte que la masse de u, sur T,., est inférieure à celle de uv. balayée sur 
cet ensemble, car celle-ci s’obtient par un nouveau balayage à partir de u.. 
L'inégalité apparaît, dès lors, clairement. 

Supposons la série divergente. P est alors régulier. Admettons qu'il ne le 
soit pas et montrons que cela est absurde. 

On a, pour o assez petit fixe, »,(P)<e<1 et, à partir de n suffisamment 
grand, T,,, contenu dans y,; le potentiel de la masse u balayée Sat pre est 

p=0 
inférieur àe en P. La série Dr divergente, se compose de p autres dont les 


p=v 
indices des termes forment une progression arithmétique de raison r; soit 


ur(P) + Ur) 


l’une d’elles, divergente. Les T,,T,,,, ... sont non-empiétants et le potentiel V, 
de la masse de p. balayée sur E,=T;+T,,,+... est inférieur à ¢ en P, car E, 
est contenu dans y,E. Si l’on désigne par ¢, «,.,. ... les potentiels des charges 
partielles sur T,, T,,,, ... on a donc 


eo 


ACIER ONE 


Soient maintenant p, un point de T, de E, et p un autre de ET le 


rapport DE >1—A&, car il est minimum lorsque p appartient à T,_,ou T,,, cas 
auxquels correspondent les minima 


dr dy , dy — dy. = didier 4 
Dire > 1— À et pre 2 a Ssh 
le, | ini despise da Se ps at pour T 
(pour T,_ on a, par exemple, le minimum 7 5 p mn 


goes ete rn oY 
~ Rs Ee hs 
duvor ss da à 
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Le potentiel de la charge sur E,— I, est << en RE res : sur T, et 


l'on peut supposer / assez petit (n° 2) pour que ——> <1.Enluiajoutante,,on | 


obtient V, sur T, qui y est à p. p. p. égal à “et en plus supérieur ou égal au, 
puisque la masse de u. balayée sur T, s'obtient par un balayage de celle balayée 
sur E, et que le potentiel de cette dernière ne peut que diminuer de ce fait. On 
a donc. à p. p. p. sur T,, 


© 


17 


Uy + Vx 


Us ARE SMS 


puisque u, y est à p. p. p. >1 (remarque du début de la démonstration). On a 


donc, a De Psp..sur, |, 
mew I) LE en 
Wy 2 =) 


inégalité valable partout (n° 4, 4) donc au point P. On à ainsi la relation 


NA) = rACP)E Pr (Dre (: — —) [ux(P)+urr(P)+...]=% 
qui est absurde. 
CAS PARTICULIERS. — 1° Généralisation du critère de Wiener. . 


Prenons pour T, la fermeture F, de la partie de E comprise entre les sphères 
fermées centrées en P et de rayon À" et a’*' (A <1) [ou autrement la 
partie commune à E et à la couronne fermée déterminée par ces spheres |. 


St l'on désigne par c, la masse résultant du balayage de u sur V,, le point P est 


; : ae Js : : nae CHE fe 
régulier ou irrégulier suivant que la série Ÿ © diverge ou converge. 
dat}! 


Car ona ; 
CA ; Ch 
= = MOP) Se 


hn TES 


2° Généralisation analogue du critère donné par Kellogg et nous ('). 


c, étant la masse de  balayée sur Y,E, le point P est régulier ou irrégulier 
suivant que l'intégrale 
Cz 
f = do 
gure 


3° Un autre cas particulier intéressant est celui où l’on prend pour /a 
distribution 3. la masse unité placée en un point O de l’espace autre que P. Son 


diverge ou converge. 


(1) American Journ, of Math., t. 31, 1929, p. 515-596. 
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balayage sur l’ensemble T, donne ce que l’on appelle la distribution de Green(') 
(ou polaire) relative au point O dont la masse porte le même nom. On a alors 
| les critères suivants : 


A. Stu, est le potentiel de la distribution de Green sur T, relative au poleO FP, 
| le point P est régulier ou irrégulier suivant que la série Xu, (P) est divergente ou 
À convergente. | 


i B. Sic, est la masse de Green sur V, relative au pôle OP, le point P est 
| régulier ou irrégulier suivant que la série 

Cn 

hn 

| diverge ou converge. 

Il semble que ce soient la les formes les plus simples que l’on puisse donner 
des critères généralisés de MM. de La Vallée Poussin et Wiener, la distribution U. 
étant la plus simple possible. 

Mais, nous le répétons, le choix de la distribution u pourra varier selon les 
questions où l’on aura à utiliser ces critères généralisés. On choisira la distri- 
| bution la mieux adaptée à la question. 


6. Généralisation du critère de stabilité de MM. Keldych-Lavrentieff-Brelot (°*). 

— Considérons un ensemble E quelconque borné et une distribution v. positive 

dans l’espace, de masse finie. Appelons masse de u. balayée sur E la borne supc- 

rieure des masses balayées sur les ensembles fermés de E et désignons-la parc. Siu 

| est la distribution capacitaire sur un ensemble fermé contenant E, c sera la 
| capacité de E. 

Soient alors F un ensemble fermé borné, P un de ses points, F, la sphère de 
centre P et de rayon 2"(4<[1), E, la portion du complémentaire de F comprise 
| (au sens large) entre les sphères I’, et l,,,c, la masse d'une distribution w, 
| de potentiel « borné au voisinage de P, balayée sur E,,. 

Le point P est stable ou tnstable suivant que la série 

Ch 

mg 
| diverge ou converge. 
La démonstration de ce critére est calquée sur celle de M. Brelot. On a vu 
| (n° 3, a) que l’on peut supposer ¢ supérieur à l'unité au voisinage de P; cela 
! revient à multiplier par une constante la série précédente, ce qui ne change pas 
| sa nature. On peut également laisser de côté un certain nombre de termes de 

cette série afin que les sphères considérées se trouvent dans ce voisinage 

| considéré. Admettons que ce soit fait et raisonnons sur la série ainsi obtenue. 


(1) FrostMAnn et Riez, loc. cit.; DE LA VALLÉE Poussin, loc. cit. 
(2) Bull. Sc. math., 2° série, t. 63, mars-avril 1939. 


Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 4. 


1 


36 
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Supposons la série convergente et soient Q,, un domaine ouvert born 
régulier, tendant en décroissant vers F et E, la portion (fermée) deE, n’appar- 
tenant pas a un Q,, fixé. C, étant la masse de la distribution y., issue du 
balayage de vu. sur E, et W, le potentiel de y, on à à p. p. p.surE,, Wa213 
W, est harmonique dans Q,, et a sa plus petite limite 21 à p. p. p. aux points 
frontière de Q,, situés sur E,. W, peut toutefois être nulle sic’, l’est, ce qui a | 
lieu pour E’, de capacité nulle. 

La démonstration de M. Brelot se poursuit maintenant sans changement. On 
prend q, assez grand pour que I’,_, soit la première sphère intérieure à ©, | 
auquel cas tout point frontière de Q,, contenu dans une I’, appartient à un E, | 


pour n<q,. La fonction W DS W, est harmonique dans Q,,, bornée, 20 et | 


g<Sn<ÿ 


sa p. p. lim en tout point-frontière intérieur à F,_, est à p. p. p.21. Si l'on 
prend alors une fonction continue sur F, ®(M), £o hors F,_,, £1 dans F,, 
et =1 en P, la solution de Wiener U pour Q, et ® est majorée par W et | 
comme ona 

Wa(P)S 54) 


on à aussi 


gency n>4q 


En prenant alors g tel que la dernière série soit <'x <1, on a U(P) << « indé- 
pendamment de m et q,. En faisant tendre m vers l'infini, U(P) reste inférieur 
à « et P est instable. 

Supposons la série divergente. On peut prendre dans E, un ensemble E’ 
fermé tel que la masse c, de u balayée sur E; diffère de C, de moins de «,, la 


” 
n 


série Ÿ i étant convergente. L'ensemble E” somme des E, et de P est fermé et | 


n’a en commun avec F que P. La portion de E” comprise entre I’, et l,_, au sens 
large est fermée, contient E, et a donc une masse de u. balayée sur elle c”>c’ 


La série Ÿ = étant divergente, P est irrégulier pour E” et, d’après la comparaison 
entre la régularité et la stabilité donnée par M. Brelot (doc. cit., n° 13), P est 
stable pour F. 


Remarque. — On voit, une fois de plus, qu'aucune complication, si minime 
soit-elle, ne s’introduit par la considération des distributions générales dues à 
des balayages à la place des distributions capacitaires. C’est pour bien mettre 
en évidence ce fait, qui nous parait important, que nous avons donné ici 
in-extenso, la démonstration de M. Brelot adaptée au cas actuel. 


Cas particulier. — Ici, comme plus haut, on obtiendra le cas le plus simple 
au point de vue des masses, en prenant pour x la masse-unité placée en un 
point de l’espace différent de P. 
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7. Extension de la notion de balayage. — Notre but étant l'extension à la 
stabilité des résultats donnés aux n° 4 et 5 pour la régularité, nous avons 
besoin d'étendre la notion de balayage à une classe (&) d'ensembles bornés 
possédant les propriétés suivantes : 


1° Un ensemble & est somme d’une infinité d’ensembles fermés Ei Baier 
dont chacun contient le précédent et tels que le voisinage de tout point 
régulier d’un E, ne contienne pas de points de &—E,., à partir d’un certain p. 

Aucun point de la fermeture &, de & n’appartenant pas à un E, ne se trouve, 
dès lors, dans ce voisinage. 


2° Tout ensemble fermé de & est contenu dans un E,. 

Remarquons que la somme d'un nombre fini d’ensembles & de cette classe 
est encore un tel ensemble. La même conclusion est vraie pour la somme & 
d’une infinité de tels ensembles &,, 6, ..., s'ils sont dstanciés et si aucune 
suite infinie de points appartenant à des 6; différents n’a de point limite 
faisant partie d’un &,. On peut prendre alors pour E, relatif à & la somme 
E,+E’+...-+E“,E! étant le n°" ensemble de &;. Tout ensemble fermé de & 
appartient alors à un nombre fini de 6; et est contenu dans une somme telle 
que la précédente. De plus, il est bien évident que tout voisinage suffisamment 
petit d'un point régulier de & (‘), qui appartient à un 6;, satisfait à la 
condition 1°, les &; étant distanciés. 

Soient x une distribution positive dans l’espace, de potentiel ¢ borné sur 6, 
et u,, Us, ..., les distributions balayées sur E,, E,, ..., de potentiels ¢,, 6,, ..., 
et de masses c,, c,, .... Les potentiels vont en cro: ‘sant, ont une limite V, 
et sont égaux a aux points réguliers de &, qui sont ceux des E,. Les masses c, 
augmentent et tendent vers une limite c que l’on a appelée (n° 6) masse de y 
balayée sur &. 

On peut extraire des u,, une suite tendant vers une distribution limite sur &,, 
soit y, de masse c et de potentiel W. Nous allons démontrer que l’on a dans tout 
l’espace CNE 

On sait, tout d’abord, que cela est vrai aux points de l’espace hors de &. 
Si Q est un point régulier de &, ona 

I 


(Qa Q—=f oy denM + f om 7 (M). 
4 En — Ô 


à étant un voisinage de Q tel que celui de 1°. Or, d’après 1°, les distribu- 
tions p,.,(e), e étant sur un E,, décroissent et tendent vers v(e), car le balayage 


(1) C'est-à-dire régulier pour un ensemble fermé de &; voir pe La VALLÉE Poussin, Bull. Acad. 
belge (loc. cit.). 
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de u,., sur E, donne y, et ajoute de la masse à u,. Donc la première intégrale 
décroit puisque u., s’appauvrit et, si l’on a pris à assez petit, elle est inférieure 
à <, e(Q) étant fini. La seconde intégrale tend vers 


i J 
—— dv(M 5 
Jai eae 
car Q est à distance finie des masses et, comme l'égalité ci-dessus a lieu quel 
que soit n, on conclut que le potentiel de v en Q est égal à v(Q). Donc, aux 
points réguliers de &, ona 


WO) = V(Oy= e( 0). 
Enfin, aux points restants de &,, on sait que l’on a 
W' slime, — Ne 


égalité valable, d’ailleurs, partout dans l’espace. 

Balayons maintenant v sur les E,; on trouve les distributions v., puisque le 
potentiel se conserve aux points réguliers et qu’il est égal à «. Mais en général 
il diminue. Done W 2¢, et par suite 


W > lim», = V. 


Il en résulte que, dans tout l'espace. 


Wi (OREO 200 LNG 


Mais W, donc V, est une fonction surharmonique et, comme telle, le 
potentiel d’une distribution unique de masses : c'est y. 

Si l’on considère donc toutes les suites extraites des , ayant une limite, 
celle-ci ne peut être que ». 

De même, si l’on fait cette opération sur des suites relatives à d’autres 
ensembles E’,, analogues aux E,, on retrouve toujours v car les E, sont 
intriqués avec les E, (2°) [tout E, étant contenu dans un E, et vice versa] et 
que par conséquent les v, correspondants tendent vers la même fonction V. 

I] n'est pas sans intérêt de remarquer que le résultat précédent est obtenu 
grâce au balayage qui a permis les inégalités de sens inverses permettant 
l'égalité de W et de V. 

On peut donc dire pour le moment, et cela suffit pour la suite de ce travail, 
que : 


La distribution y», de potentiel V — lime, réalise, par définition, le balayage 
de y. sur &. Celui-ci conserve le potentiel primitif ¢ aux points réguliers de &. 


Il importe de remarquer, pour ce qui va suivre, que, si 6 contient un 
ensemble & de la même classe, le balayage de y: sur &’ peut s’obtenir de celui 
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de u sur & et de celui-ci sur &’. Il en résulte que le potentiel de v est supérieur 
à celui de y’ (relative à &’), 


En particulier, st uw est la distribution capacitaire sur un ensemble {ermé 
contenant &, » sera la distribution capacitaire sur &, sa masse est la capacité c 
de & (déjà définie par M. de La Vallée Poussin) et son potentiel, le capacitaire 
de & est égal à 1 aux points réguliers de &. 

L'extension de la notion de balayage aux ensembles de la classe (&) est ainsi 
réalisée. | 


Pour qu’elle soit complète, il serait nécessaire d'examiner /'unicrté de la 
distribution » considérée comme devant satisfaire à certaines conditions, indé- 
pendamment du procédé par lequel on vient de l'obtenir, ainsi qu'on l’a fait 
pour les ensembles fermés où il suffit de connaître le potentiel à p. p. p. sur 
eux. Tel n’est pas cependant le but de ce Mémoire. 

Nous allons néanmoins donner quelques indications utiles à la recherche de 
ces conditions. 

Il est évident qu'une d'elles est que le potentiel V de y doit conserver celui, +. 
de , aux points réguliers de &. Mais y est répandue sur 6,, et c’est ce qui com- 
plique la question. Cette condition n'est pas suffisante. 

Prenons, par exemple, pour &, un ensemble ouvert borné et d'un seul tenant. 
La distribution capacitaire sur 6, est unique, son potentiel est égal à 1 sur 6, 
inférieur à 1 partout. Le potentiel capacitaire de & possède les mêmes 
propriétés, tous ses points étant réguliers, mais la capacité de & peut étre 
inférieure à celle de &. 

Une seconde condition est donc que la distribution y doit avoir une masse c 
égale à celle de y. balayée sur &. Cette condition apparait comme bien naturelle 
si l’on cherche la distribution capacitaire sur &: elle doit avoir comme masse 
Ja capacité de &. 

Considérons donc une distribution « positive sur &, satisfaisant aux deux 
conditions trouvées et soit U son potentiel. En la balayant sur les E, on retrouve 
les u,, d’où 

U2V. 

On peut démontrer, en s'inspirant d'un raisonnement déjà fait par M. de La 
Vallée Poussin (') pour les distributions capacitaires, que U==V dans le 
domaine Q infini extérieur a Sy. 

En effet, en balayant « et y sur une surface régulière S de Q entourant &,, on 
obtient des distributions «’ et y’ telles que le potentiel de x'— +’, qui est de 
masse nulle, est égal à U— V sur S et à l'extérieur de S, donc positif. Si P est 
un point éloigné de Q et y, la distribution polaire (de Green) sur S relative à P, 


(1) Annales de UInstitut Poincaré, 1931, p. 228. 
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on a, par la formule de M. Riesz, 


U(P)— WP) = f (U V) dup 
/s 


ou encore, en multipliant par R, distance de P a S, 
R[U(P) — V(P)}= (UV) dRpe. 
Ys 


Mais l’éminent auteur a démontré que lorsque R-><, la distribution Ru 
tend vers la capacitaire sur S et l'intégrale vers la moyenne harmonique de 
U— Vsur S qui ne peut être nulle que si U=V sur S. Or, précisément, le 
premier membre tend vers la différence des masses de à’ et v’ qui est nulle. 
Donc U = V en tout point de Q. 

Ce résultat est encore valable en tout point d'un domaine ouvert 6 intérieur à 
&, qui est somme de domaines ouverts à, contenus dans les E,, car le balayage de « 
sur E, laisse U inchangé dans ?,, donc U =e, dans ¢,, d’où U = V dans ©. 


8. Nous pouvens maintenant donner un résultat analogue à celui du n° 4 au 
sujet de la stabilité. 

Soient F un ensemble fermé, P un de ses points, et considérons l’ensemble y, Q 
commun à la sphère y, et au complémentaire Q de F. C’est un ensemble de la 
classe (&), car on peut prendre pour E, l’ensemble y,Q,, Q, étant l'extérieur, 
avec sa frontière, d’un domaine tendant en décroissant vers F qui lui est 
intérieur au sens strict. 


CRITÈRE. — Soit 1. une distribution positive dans l'espace, de potentiel + borné au 
voisinage de P, et désignons par ¢, le potentiel de la masse balayée sur y,Q. 
St P est stable, cela équivaut à 
: Te (PP) 
quel que soit o. 
St P est instable, cela équivaut à 
lime,(P) =o. 
peo 
Rappelons, avant de commencer la démonstration, que les points stables ou 
instables se trouvent définis sur la frontière de F de la manière suivante (‘) : 


« P est stable’ou instable pour F selon qu’il est régulier (?) ou irrégulier 
pour l’ensemble Q + P ». 


On peut donc parler de la régularité d’un point frontière d'un ensemble ouvert, 
expression à laquelle on donnera le sens précédent et non le sens attribué dans 


(1) BRELOT, Loc cit. au n° 6. 
(+) Cest-a-dire pour un ensemble fermé de @ + P contenant P. 
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le problème de Dirichlet généralisé où il s’agit, en fait, de la régularité d’un 
point frontière appartenant au complémentaire fermé de l'ensemble ouvert. 

L'énoncé précédent, dans lequel on remplacerait les mots stable et instable par 
les expressions équivalentes régulier de Q et irrégulier de Q, prendrait la forme 
de celui du n° 4. Il peut donc être interprété comme l'extension aux ensembles 
ouverts du critère du n° 4 relatifs aux ensembles fermés. 

On remarquera également que Le critère précédent caractérise d’une manière 
nouvelle la stabilité et l’étend à tous les points de l'ensemble fermé F. 

Ainsi, tout point « intérieur » de F est, d’après le n° 4, réguler et, d’après 
ce critère, instable, car e,(P) finit par être nul. 

Un point frontière de F peut ne l’être pour aucun des ensembles ouverts d'un 
seul tenant du complémentaire Q auquel cas on sait (') qu’il est régulier pour E. 
Est-il stable ou instable ? 

I] n’entre pas dans notre dessein de nous arrêter à cette question. 

Voici maintenant la démonstration du critère. 

Supposons P stable, donc régulier pour un ensemble fermé F, de Q + P 
contenu dans y,. D’après le n° 4, le potentiel wu, de la masse », de vu. balayée 
sur F, est égal à ven P:u,(P) = o(P). Mais F, est contenu dans la fermeture 6, 
de y,Q sur laquelle se trouve la distribution », balayée de uv. sur y,Q. Le 
balayage de celle-ci sur F, donne v, puisque tout point régulier de F,, 
P excepté, l’est pour y,Q et que, par conséquent, ¢ se conserve à p. p. p. 
sur F,, où u, =v,=v. Ainsi, comme d’ailleurs partout dans l’espace, on a 


APE uAP)—= el), 


et comme 
| r(P)<v(P), 


il en résulte que 


quel que soit p. 

Inversement, prenons cette conclusion pour hypothèse. On peut alors 
trouver un F, pour lequel P soit régulier. 

En effet, reprenons les ensembles E,, définis ci-dessus pour y,Q. On a vu que 


l’on a partout 
PV = lim »,. 


Choisissons n assez grand, soit n,, pour que 


ZX € à) = ¥o,(P) — &, 


en désignant p par p, et E, par E,,. 
oo a ea eS a ee eee ee 


(') Brecot, Bull. Sc. Muth., 1938-1936; Vasttesco, Sct. sc. el ind,, n° G60; pB LA VALLÉE 
Poussin, Bull. Ac. belge (loc. cit.). 
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Choisissons ensuite un 9, assez petit pour que y,, soit extérieur à Q, et pre- 
nons, comme ci-dessus, relativement a y,,Q, un E,, tel que 


Pn,(P) = (PP) — Êe 


et continuons ainsi indéfiniment, les ¢; et ¢; tendant vers zéro. 
L'ensemble 
F,=P+ES, 
est fermé et répond à la question. Il est, en effet, contenu dans y,Q, et le 
potentiel en P de la masse de v. balayée sur y,,F, est, a fortiori, supérieur à 


DA 123) = Poirk( P ) — Ei+k — V ( P) MUST 


quel que soit & positif. Ce potentiel est donc égal à e(P), puisqu'il est inférieur 
à e,(P)=+(P), ce qui prouve (n° 4) que P est régulier pour F,. La première 
partie du critère est ainsi démontrée. 

Supposons maintenant P instable. Alors il est irrégulier pour tout F,, done 
pour celui qu’on vient de définir et, comme le potentiel en P de la masse de y. 
balayée sur y,,, tend vers zéro (n° 4) et est supérieur à ¢,, ,(P)— 2,4 donc 


à lim ¢,(P) [car «,(P) décroit avec o], on conclut que lime, (P) = o. 
p +0 o>0 


La seconde partie du critére est ainsi démontrée, car si, a partir d’un 
certain ¢,onav,(P) <+(P), P doit ètre instable, en vertu de la première partie, 
et l’on retombe sur la démonstration qui précède, qui montre ainsi que «,(P) ne 
peut pas être inférieur à “(P) sans tendre vers zéro avec ¢. 


9. Grace au résultat qui vient d’être établi, il devient possible de donner un 
critère de stabilité analogue à celui du n° 5 relatif à la régularité. Voici son 
énoncé. 


Sotent u. une distribution positive dans l’espace de potentiel ¢ borné au voisi- 
nage d’un point P d'un ensemble fermé F et &,, &,, ... des ensembles de la 
classe (&) contenus dans le complémentaire Q de F, assujettis à la méme condition 
que les ensembles T,,( n° 2) et tels que leur somme & contienne Q dans le voisinage 
considéré de P. 

Stu, est le potentiel de la masse de y. balayée sur &,, le point P est stable ou 


instable selon que la série 
F a(P) + a,(P)--... 
dwerge ou converge. 


Ce critère est susceptible de la même cnterprétation que le précédent par 
rapport à celui du n° 5 : c’est l'extension de celui-ci aux ensembles ouverts. 

La démonstration, quoique semblable à celle du n° 5, est cependant plus 
délicate à cause des modifications que nécessitent les nouvelles notions 
introduites. 
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Faisons remarquer que la condition à laquelle les &, sont assujettis régit 
également les fermetures &, des &, et conduit aux mêmes propriétés géomé- 
triques que pour les T,. 

Comme au n° 5, on peut admettre + >1 sur &, ce qui s'obtient au moyen de 
la multiplication de u par une constante. 

Supposons la série convergente. P est alors instable. En effet, pour x assez 
grand, le reste R, de la série est inférieur à ¢ et l’on peut prendre o assez petit 
pour que les &,, ..., &,, soient extérieurs à y, auquel cas 


,(P)<Ra< é, 


v, étant le potentiel de la masse de u balayée sur y,2; le critère précédent 
permet de conclure. Cette inégalité vient de ce que &"—6,+6,,, +... 
contient y,Q et que chaque terme de cette somme, à part quelques-uns, est 
contenu dans y,Q. De ce fait, &" est de la classe (&) [n° 7, Remarque] et ¢, est 
inférieur au potentiel de la masse de uv balayée sur &" qui, à son tour, est 
majoré par la somme des potentiels des masses v,., balayées sur les Grp hed), 
donc par R,. 

Supposons maintenant ha série divergente et admettant que P soit instable. 
Nous arriverons à une absurdité. 

En effet, pour o assez petit, on a, dans ce cas, 


v,(P)<e 


et, à partir de 7 assez grand, les &,., sont contenus dans y,Q. L’ensemble &” 
étant de la classe (&) (n° 7) le potentiel de la masse balayée sur lui est, en P, 
<_<. Soit alors, comme au n°5, 


ur(P) Apr This UPS) =p aan 


une série divergente extraite de celle de l'énoncé. Les &,, &,,,, ... sont 
distanciés et leur somme &" est de la classe (&) (n° 7). Le potentiel V' de la 
masse balayée sur &" est <,(P)<e, en P, car &" est contenu dans y,Q. 

Si l’on désigne par 6,, v,.,, ... les potentiels des charges partielles sur 6, 
ee. 2, On a 


V4(P) = 0,(P) + baer (P) +... <ua(P) + Una (P) +. Se, 


De même qu’au n° 5, on voit que 6, étant un des ensembles constituants 
€ 


. = Be a e ~ Sau 
| de &*, le potentiel de la charge sur &"— &, est << en P, donc < —~ sur &. 


. € . 
On peut d’ailleurs supposer (n° 5) # assez petit pour que —> <1. En ajoutant, 
| au potentiel précédent, on obtient V' sur & qui est à p. p. p. égal à sur &,, 
! inférieur à ¢ sur le reste de & et, en plus supérieur à 4, sur &, puisque la 
| masse balayée sur &, se déduit par un balayage de celle sur &" et que son 


He 
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potentiel est, de ce fait, partout inférieur à V". On a donc, à p. p. p. sur 6., 


c 


Dy ae ES Us + Pas 


1—k poe fh 


car ug >1àp.p.p.sur &,, où l'on a ainsi . 


: > ui) 


Cette inégalité a lieu aussi en P car, si l'on balaye sur l’ensemble fermé E, 
de &, (n° 7, 1°) les masses situées sur &;, le potentiel de celles-ci se conserve 
aux points réguliers de E* où l'inégalité précédente a lieu et diminue ailleurs 
donc en P. Appliquée à E* et au point P, la formule de M. Riesz montre 
que l'on a, à fortiori ,a la limite 


eP)>a(Pifi— =|: 


car le second membre de cette inégalité est la /zmute de celui de l’inégalité rela- 
tive a E* dont le premier membre reste inférieur à ¢,(P). 
On obtient ainsi l’inégalité suivante manifestement absurde 


s> V4(P)=e,(P) + eh ee eal es Tae JP + tener P) +. =n. 
P est donc stable. 


Cas particuliers. — Le critère du n° 6 s’obtient de celui-ci en prenant pour &, 
les E, que l’on y considère et en tenant compte des inégalités 


+ > 
Cn 


_ DTA) << Re 

Si l’on prend pour y: la masse unité en un point de l’espace, différent de P, 
on obtient des critères de stabilité semblables à ceux A et B donnés au n° 5, 3°. 

Tout particulièrement, on peut donner aux u, dans le critère précédent et 
à ¢, dans le critère du n° 8, la signification de potentiels capacttaires des &, et y,Q. 
On obtient alors des critères de stabilité analogues à ceux donnés pour la régu- 
larité par M. de La Vallée Poussin. 

Ils peuvent étre considérés, d’ailleurs, comme l'extension de ceux-ci à la régu- 
larité d'un point frontière d'un ensemble ouvert. 


Il. 


10. L’objet de cette seconde partie est de montrer par quelques exemples 
comment on peut élargir des résultats obtenus au moyen de distributions et 
potentiels capacitaires par un passage à des distributions et potentiels 
quelconques non nécessairement issus de balayages. 
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Voici deux manières d'opérer un tel passage qui ne sont certainement pas 
les seules : 


Lad 
1° On passe de la masse capacitatre (capacité) d'un ensemble fermé borné E à 
la masse d'une distribution 1 répandue sur E et vice-versa par la formule 


mE = f v da, 
E 


v étant le potentiel de 1 et à la distribution capacitatre sur E. 


Cette formule résulte de la loi de réciprocité appliquée aux distributions y 
et a. 

On pourra l'utiliser facilement lorsque est borné, car, si x est positive 
comme nous allons la supposer, les maximum M et minimum m de « sur E le 
sont aussi, et ce dernier n'est pas nul. On a alors 


(2) $ me<u(E) <Mc, 
c étant la capacité de E. 


2° On passe du potentiel capacitaire u de l’ensemble E en un point Q quel- 
conque à celui du potentiel + d’une distribution 1 (qui peut être quelconque) et 
vice-versa par la formule de M. Riesz (n° 3 d). 


c(Q= f v deg 

E 

a(Q= [ udag= {dag 
E E > 


d’où une première formule de passage 


¥(Q)— u(Q)= f (5 —1) da 


AE 


On a, en effet, 


et 


et une seconde, dans le cas de + borné, 
(3) mu(Q)<s(Q)<Mu(Q). 


Remarquons que M et m peuvent n'étre que les bornes de v à p. p. p. sur E. 


41. Nous allons nous servir des formules (2) et (3) pour généraliser les 
critères de MM. de La Vallée Poussin et Wiener supposés établis, comme ils 
l'ont été, au moyen des distributions et potentiels capacitaires. 


CRITÈRE GENERALISE DE M. pe La VaLLée Poussin. — Sovent pt, des distributions 
positives respectiwement sur les ensembles T, (ou T,, n° 5) où leurs potentiels ‘, 
soient à p. p. p. uniformément bornés, la borne inférieure étant positive et non 


nulle. 
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Le point P est régulier ou trrégulier suivant que la série 


v,(P) + OA) Hs as 
=. 
diverge ou converge. 


En effet, si u, est le potentiel capacitaire de T, et Met mles bornes communes 


des ¢,, on a par (3) 
HAP) << OIE ee NUL yy 


Les séries L¢,(P) et Lu,(P) divergent done ou convergent en même temps, 
ce qui prouve l'énoncé. | 

Ce critère généralise celui du n° 5, car les potentiels u, que l’on y considère 
sont à p. p. p. égaux à « (d’une manière précise, sauf aux points irréguliers 
des T,) et, de ce fait, satisfont à l'énoncé précédent (cf. n° 3, a). 


CRITÈRE GENERALISE DE M. Wiener. — En remplaçant les T, par les F, (n° 5, 1°) 
dans la définition précédente des u.,, on a le critère 


Le point P est régulier ou irrégulier suivant que la série 


à ee [Un(Lh), masse de pl] 


diverge ou converge. 
Car c, étant la capacité de F°,, on a par (2) 
Mn < Hn( Te yrs M Cn 


et la série de l'énoncé diverge ou converge en même temps que 


Pour la même raison que ci-dessus ce critère généralise celui donné 
Mik TH LS 

Enfin voici une forme plus générale que l’on peut donner à la proposition de 
M. de La Vallée Poussin généralisée déjà au n° 4, lorsqu'on l’envisage du point 
de vue de la seconde partie de ce travail : 


Soit w., une distribution positive sur Y,E dont le potentiel v, borné soit, st on le 
considère à p. p. p. sur y,E, uniformément borné par rapport à o, la borne 
inférieure étant supérieure à une quantité positive et non nulle m lorsque p > 0. 

St P est régulier 


lime,(P) 2m. 


o> 


St P est irrégulier 
lime, DEEE 
p>0 
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Car, dans le premier cas, on a par (3) 


etP)> me UP) 7», 
et dans le second 
“iP)<M us (P). 
u,(P) tendant vers zéro. 
Le résultat du n° 4 se déduit de celui-ci en prenant pour m la valeur ¢(P) — ¢, 
siP est régulier, € tendant vers zéro avec ¢ et pour l’ensemble excepté, celui des 
points irréguliers de K. 
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